Numerische Untersuchung zur Aeroelastik dünner Platten by Hurka, Jörg
Numerische Untersuchung zur
Aeroelastik du¨nner Platten
Jo¨rg Hurka
Numerische Untersuchung zur
Aeroelastik du¨nner Platten
Von der Fakulta¨t fu¨r Mathematik, Informatik und Naturwissenschaften
der Rheinisch-Westfa¨lischen Technischen Hochschule Aachen
zur Erlangung des akademischen Grades
eines Doktors der Naturwissenschaften genehmigte Dissertation
vorgelegt von
Diplom-Physiker Jo¨rg Hurka
aus Stuttgart
Berichter: Universita¨tsprofessor Dr.-Ing. Josef Ballmann
Universita¨tsprofessor Dr.rer.nat. Wolfgang Dahmen
Tag der mu¨ndlichen Pru¨fung: 07.02.2002
Diese Dissertation ist auf den Internetseiten der Hochschulbibliothek
online verfu¨gbar.
Vorwort
Die vorliegende Arbeit entstand wa¨hrend meiner Ta¨tigkeit als wissenschaftlicher Mit-
arbeiter am Lehr- und Forschungsgebiet fu¨r Mechanik der RWTH Aachen im Rahmen
des Sonderforschungsbereiches 401
”
Stro¨mungsbeeinflussung und Stro¨mungs-Struktur-
Wechselwirkung an Tragflu¨geln“.
Herrn Prof. Dr.-Ing. Josef Ballmann danke ich herzlich fu¨r die Unterstu¨tzung und die
zahlreichen Diskussionen, die zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben. Herrn Prof.
Dr.rer.nat. Wolfgang Dahmen danke ich fu¨r die bereitwillige U¨bernahme des Korreferats.
Meinem Kollegen Dipl.-Math. Ralf Massjung (
”
Ich bin ein introvertierter Gesell-
schaftskritiker.“) vom Institut fu¨r Geometrie und praktische Mathematik der RWTH,
der mit mir das Teilprojekt B3 des SFB 401 bearbeitet hat, danke ich fu¨r die sehr gute
Zusammenarbeit.
Weiterhin danke ich allen Mitarbeitern des Lehr- und Forschungsgebiets fu¨r Mechanik
fu¨r die gute Zusammenarbeit, die angenehme Arbeitsatmospha¨re und die zahlreichen Dis-
kussionen. Stellvertretend seien diejenigen genannt, die ein Bu¨ro mit mir teilen mußten:
Dr.rer.nat. Christian Dickopp (
”
Ich habe ein sonniges Gemu¨t.“), Dr.-Ing. Philipp Behruzi
(
”
Es ist zum kotzen!“), Dipl.-Ing. Samir Zegoulli (
”
Du mußt global denken.“), Dipl.-Phys.
Jo¨rg Klinkhammer, mit dem ich eine gewisse Faszination fu¨r Dreiecksflo¨ssler teile, und
Dipl.-Ing. Markus Werle, dem ich besonders fu¨r die U¨berlassung seiner Gitterdeforma-
tionsroutinen danke, die ich in leichter Abwandlung verwendet haben, sowie fu¨r einige
erhellende Diskussionen u¨ber Wesen und Art der Kindererziehung. Jo¨rg Klinkhammer
und Markus Werle danke ich außerdem herzlich fu¨r die zeitaufwendige Administration
unseres Rechnersystems.
Inhaltsverzeichnis
Nomenklatur iii
1 Einleitung 1
2 Stro¨mungsmethode 4
2.1 Stro¨mungsgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Ra¨umliche Diskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3 Zeitintegration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.4 Gitternachfu¨hrung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3 Strukturmethode 14
3.1 Plattenmodelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2 Finite-Elemente-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.1 Finite-Elemente-Diskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.2 Zeitintegration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.3 Konservativer Lasttransfer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3 Modales Galerkin-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3.1 Galerkin-Ansatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3.2 Zeitintegration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.4 Validierung der Strukturlo¨ser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.4.1 Nichtlineare freie Plattenschwingung . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.4.2 Konstante Druckbelastung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.4.3 Wandernder Druckpuls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4 Stro¨mungs-Struktur-Kopplung 34
4.1 U¨bergangsbedingungen an der Mediengrenze . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.2 Kopplungsalgorithmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5 Ergebnisse 38
5.1 Konvergenzstudie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
i
ii Inhaltsverzeichnis
5.2 Vergleich der Kopplungsschemata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.3 Plattenflattern mit RM-Plattendynamik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.4 Weitere Flatterergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.5 Stabilita¨tsgebiet einer momentenfrei gelagerten Platte . . . . . . . . . . . . 57
5.6 Ergebnisse fu¨r fest eingespannte Platten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.7 Ergebnisse fu¨r reibungsbehaftete Stro¨mungen . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6 Zusammenfassung 77
A Elementmatrizen des FE-Lo¨sers 80
B Nichtlineare freie Schwingung einer RM-Platte 82
Literaturverzeichnis 84
Nomenklatur
Skalare Gro¨ßen
c Plattenla¨nge
cp spezifische Wa¨rme bei konstantem Druck
cV spezifische Wa¨rme bei konstantem Volumen
D = Eh3/12(1− ν2), Biegesteifigkeit der Platte
E spezifische Energie in der Stro¨mung
Es Elastizita¨tsmodul
G = E/2(1 + ν), Schermodul
H atmospha¨rische Ho¨he u¨ber N.N.
h Plattendicke
I Wirkungsintegral
k Wa¨rmeleitfa¨higkeit
L Lagrangefunktion
l Elementla¨nge
M Machzahl, Moment
N0, Nx Lasten in der Plattenebene
Pr Prandtlzahl
p Druck
po Drucklast auf der Plattenoberseite
p∞ Druck in der Anstro¨mung
∆p = po − p∞ Druckdifferenz zwischen Plattenober- und -unterseite
R spezielle Gaskonstante
Re Reynoldszahl
S Fla¨che
T Temperatur, kinetische Energie
Tf Flatterperiode
t physikalische Zeit
t∗ = c/U∞, Zeiteinheit, Verweildauer eines Teilchens auf der Platte
bei ungesto¨rter Bewegung
iii
iv Nomenklatur
∆t Zeitinkrement
U∞ Stro¨mungsgeschwindigkeit in der Anstro¨mung
V Volumen, potentielle Energie
∂V Volumenberandung
vi kartesische Komponenten der Stro¨mungsgeschwindigkeit
We Arbeit a¨ußerer Kra¨fte
w Plattenverschiebung in y-Richtung
γ = 1.4, Verha¨ltnis der spezifischen Wa¨rmen fu¨r Luft
γs Scherwinkel
δ Grenzschichtdicke
δij Kroneckersymbol
η dynamische Za¨higkeit der Stro¨mung
θ Drehung der materiellen Plattenquerschnitte
κ = 5/6, Scherkorrekturfaktor
λ = ρ∞U2∞c
3/D, dimensionsloser dynamischer Druck
µ = ρ∞c/ρsh, Massenverha¨ltnis
ν kinematische Za¨higkeit der Stro¨mung
νs = 0.34, Poissonzahl
ρ Dichte in der Stro¨mung
ρs Dichte in der Struktur
τ =
√
γMt∗ = c
√
ρ∞/p∞, Zeiteinheit
τij kartesische Komponenten des viskosen Spannungstensors
φ = 12
l2
(
D
κGh
)
Vektorielle Gro¨ßen
b Lastvektor der FE-Diskretisierung
q Wa¨rmestromvektor in der Stro¨mung
n Normalenvektor
U Vektor der Erhaltungsgro¨ßen in der Stro¨mung
u Vektor der Unbekannten der FE-Diskretisierung
v Geschwindigkeit
Tensorielle Gro¨ßen und Matrizen
I Einheitstensor
F Flusstensor der Stro¨mung
MT Massenmatrix bzgl. der Verschiebung w
Nomenklatur v
MR Massenmatrix bzgl. der Rotation der materiellen Querschnitte
SB Steifigkeitsmatrix bzgl. der Plattenbiegung
SS Steifigkeitsmatrix bzgl. der Plattenscherung
SM Steifigkeitsmatrix bzgl. der Dehnung der Plattenmittelebene
σ Spannungstensor
τ viskoser Spannungstensor
Operatoren
diag Diagonalmatrix
∂it, t′ partielle Ortsableitung
t˙ partielle Zeitableitung
Hoch- und tiefgestellte Indizes
c fest eingespannt
h momentenfrei gelagert
e Element
f Stro¨mung
n Zeitniveau t = n∆t
s Struktur
t, turb turbulent
Γ Stro¨mungs-Struktur-Grenzfla¨che
∞ Anstro¨mung
Kapitel 1
Einleitung
Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen des Teilprojektes Korrekte For-
mulierung gekoppelter aeroelastischer Probleme des Sonderforschungsbereiches 401,
Stro¨mungsbeeinflussung und Stro¨mungs-Struktur-Wechselwirkung an Tragflu¨geln, an der
RWTH Aachen und bescha¨ftigt sich mit der numerischen Simulation aeroelastischer
Pha¨nomene. In der Aeroelastik wird die Wechselwirkung flexibler Strukturen, z.B. der
Tragflu¨gel eines Flugzeuges, mit einer Stro¨mung untersucht. Insbesondere ist es mo¨glich,
daß durch die Wirkung der Stro¨mungskra¨fte statische Verformungszusta¨nde instabil wer-
den (Divergenz) oder infolge negativer Da¨mpfung aufklingende Schwingungen der Struk-
tur hervorgerufen werden (Flattern), die zur Zersto¨rung der Struktur oder einzelner Struk-
turkomponenten fu¨hren ko¨nnen.
Das in dieser Arbeit untersuchte aeroelastische Problem ist das sogenannte zweidimen-
sionale (2D) panel flutter-Problem, bei dem die Wechselwirkung einer in Spannweitenrich-
tung unendlich ausgedehnten rechteckigen Platte mit einer ebenen Gasstro¨mung betrach-
tet wird, siehe Abb. 1.1. Im Trans- und U¨berschallbereich ko¨nnen in diesem aeroelasti-
schen System Stro¨mungs-Struktur-Instabilita¨ten wie Divergenz und Flattern auftreten.
Das Problem wird hier durch numerische Integration der entsprechenden dynamischen
Gleichungen in der Zeit gelo¨st. Dabei verwenden wir die Euler- und die Navier-Stokes-
Gleichungen zur Beschreibung der Stro¨mungsdynamik sowie die Reissner-Mindlin- (RM)
bzw. die von Ka´rma´n-Gleichungen zur Beschreibung der Plattendynamik. In der Litera-
tur wurden verschiedene lineare und nichtlineare aero- und strukturdynamische Methoden
zur Lo¨sung des panel flutter-Problems verwendet. Einen U¨berblick u¨ber die Literatur ge-
ben die Artikel von Dowell [19], [20], Bismarck-Nasr [10], [11] und Mei et al. [45]. Obwohl
in vielen Arbeiten die Nichtlinearita¨t der Plattendynamik beru¨cksichtigt wurde, finden
sich nur wenige Arbeiten, in denen auch die aerodynamischen Nichtlinearita¨ten, die ins-
besondere im Transschall auftreten, ada¨quat modelliert wurden. Davis und Bendiksen
[16], [8] untersuchten 2D Plattendivergenz und -flattern im Transschall, wobei sie expli-
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Abbildung 1.1: Geometrie des zweidimensionalen panel flutter-Problems.
zite Finite-Elemente-Methoden (FE) zur Lo¨sung der Euler- und von Ka´rma´n-Gleichung
verwendeten. In ju¨ngster Zeit haben Gordnier und Visbal [53], [30], [31], [28], [58] 2D sowie
3D reibungsfreie und reibungsbehaftete Stro¨mungen u¨ber elastischen Platten betrachtet.
Dazu haben sie einen impliziten Navier-Stokes/Euler-Lo¨ser mit Finiten-Differenzen- (FD)
bzw. FE-Methoden fu¨r die 1D und 2D von Ka´rma´n-Platte gekoppelt.
Ein Gegenstand dieser Arbeit ist es, den Einfluß des mathematischen Modells zur
Beschreibung der Plattendynamik auf die Lo¨sung des aeroelastischen Problems zu unter-
suchen. Insbesondere soll der Einfluß der Scherdeformation untersucht werden. In den
klassischen Plattenmodellen , hier vertreten durch die von Ka´rma´n-Theorie, wird die Sche-
rung vernachla¨ssigt. Diese Modelle liefern parabolische Differentialgleichungen (DGln),
welche unendliche – und damit unphysikalische – Informationsausbreitung zulassen. Das
Reissner-Mindlin-Modell andererseits beru¨cksichtigt Scherdeformationen, wodurch sich
hyperbolische DGln ergeben. Diese sind durch endliche Informationsausbreitung gekenn-
zeichnet.
Weiterhin sollen in dieser Arbeit unterschiedliche Schemata zur Koppelung von
Stro¨mungs- und Strukturlo¨sern untersucht werden. Es ist eine in der aktuellen Literatur
viel diskutierte Frage, wie eine solche Kopplung vorgenommen werden muß, um verla¨ßliche
Vorhersagen u¨ber das aeroelastische Verhalten eines Systems machen zu ko¨nnen. In eini-
gen Arbeiten wird das aeroelastische Problem gelo¨st, indem sowohl die aerodynamischen
als auch die strukturdynamischen Gleichungen im Rahmen eines einheitlichen Schemas
in der Zeit integriert werden, z.B. [1], [6] – [9]. Dieser Ansatz hat den Vorteil, daß durch
die konsistente zeitliche Diskretisierung ein Integrationsschema von hoher Genauigkeit
in der Zeit resultiert. Der Nachteil dieses Ansatzes liegt darin, daß bereits existierende
Stro¨mungs- bzw. Strukturlo¨ser nicht ohne gro¨ßeren Aufwand eingesetzt werden ko¨nnen
und zum Teil erhebliche Neuimplementierungen no¨tig sind.
Bei dem zweiten Ansatz werden aeroelastische Lo¨sungen durch abwechselnde bzw.
iterative Anwendung von urspru¨nglich unabha¨ngigen Stro¨mungs- und Struktur-Verfahren
erzeugt, z.B. [21], [22], [29], [32], [39], [47], [48]. Der Vorteil dieser Methode liegt offen-
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sichtlich darin, daß bereits existierende Lo¨ser verwendet werden ko¨nnen und ein geringerer
Implementierungsaufwand betrieben werden muß. Ein Nachteil dieser Methode liegt in
der unter Umsta¨nden geringeren Zeitgenauigkeit des resultierenden aeroelastischen Ver-
fahrens.
In dieser Arbeit wird der zweite Ansatz zur Kopplung von Stro¨mung und Struktur
verfolgt. Es werden drei verschiedene Kopplungsschemata untersucht und verglichen. Bei
dem ersten dieser Schemata handelt es sich um ein sogenanntes loses oder schwaches Kopp-
lungsschema (loose coupling), das einen Versatz von einem Zeitschritt zwischen Stro¨mung
und Struktur einfu¨hrt. Das zweite Schema unterscheidet sich von dem ersten dadurch,
daß das Auftreten des Zeitversatzes durch eine lineare Extrapolation der Stro¨mungslo¨sung
vermieden wird. Im dritten Kopplungsschema schließlich wird ein Iterationsansatz dazu
verwendet, eine starke Kopplung (tight coupling) zwischen Stro¨mung und Struktur zu
erreichen.
In Kapitel 2 und 3 werden die in dieser Arbeit verwendeten Stro¨mungs- und Struk-
turmethoden dargestellt. In Kapitel 4 folgt eine Diskussion der U¨bergangsbedingungen
an der Stro¨mungs-Struktur-Grenze und der Kopplungsalgorithmen. In Kapitel 5 werden
Ergebnisse des aeroelastischen Verfahrens pra¨sentiert. In Kapitel 6 schließlich geben wir
eine Zusammenfassung.
Kapitel 2
Stro¨mungsmethode
Zur Berechnung des Stro¨mungsfeldes wird in dieser Arbeit das Programmpaket FLOWer
eingesetzt. Dieses umfangreiche Paket wird unter Federfu¨hrung des Instituts fu¨r Entwurfs-
aerodynamik des DLR Braunschweig in Zusammenarbeit mit der deutschen Luft- und
Raumfahrtindustrie und einigen Hochschulinstituten entwickelt und erweitert. FLOWer
basiert auf einem blockstrukturierten Finite-Volumen-Ansatz zur Lo¨sung der dreidimen-
sionalen Reynolds-gemittelten Navier-Stokes- bzw. Euler-Gleichungen. Inbesondere bie-
tet FLOWer die Mo¨glichkeit, die Stro¨mungsberechnung auf bewegten Gittern durch-
zufu¨hren, was fu¨r eine aeroelastische Anwendung unbedingt erforderlich ist. Das FLOWer-
Paket entha¨lt eine Vielzahl von Algorithmen und Optionen. Es wu¨rde daher den Rahmen
dieser Arbeit sprengen, eine ausfu¨hrliche Darstellung des Programmes zu liefern. Wir
begnu¨gen uns hier mit einer knappen Darstellung der grundlegenden Algorithmen, die
bei der Berechnung der in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse verwendet wurden. Au-
ßerdem wird eine Methode zur Gitternachfu¨hrung besprochen, die speziell fu¨r das hier
betrachtete panel flutter-Problem implementiert wurde. Eine umfassendere Beschreibung
des FLOWer-Codes findet sich z.B. in [44], [23], [50] und der darin angegebenen Literatur.
2.1 Stro¨mungsgleichungen
Der Programmpaket FLOWer lo¨st die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen.
Diese lassen sich schreiben als
∂
∂t
∫
V (t)
UdV +
∫
∂V (t)
F · ndS = 0, (2.1)
wobei
U = (ρ, ρv, ρE)T = (ρ, ρv1, ρv2, ρv3, ρE)
T (2.2)
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der Vektor der Erhaltungsgo¨ßen ist. Dabei bezeichnen ρ, v1, v2, v3 und E die Dichte, die
kartesischen Geschwindigkeitskomponenten und die spezifische Gesamtenergie. Ferner
bezeichnet V ein beliebiges, sich zeitlich verformendes Volumenelement mit Berandung
∂V und nach außen gerichtetem Einheitsnormalenvektor n. Der (5 × 3)-komponentige
Flusstensor F la¨ßt sich in einen reibungsfreien Anteil F c und einen dissipativen Anteil
F v zerlegen
F = F c − F v, (2.3)
wobei
F c =

ρ(v − vb)
ρu(v − vb) + pex
ρv(v − vb) + pey
ρw(v − vb) + pez
ρE(v − vb) + pv
 , F
v =

0
τxiei
τyiei
τziei
(τ · v)− q
 . (2.4)
Hierbei bezeichnen vb und ei, i = (1, 2, 3)=ˆ(x, y, z), die Geschwindigkeit der Zellfla¨chen
des betrachteten Volumenelements und die kartesischen Einheitsvektoren. Ferner ver-
wenden wir in (2.4) und im folgenden die Einsteinsche Summenkonvention, wonach u¨ber
doppelt auftretende Inidizes zu summieren ist. Es wird ein kalorisch und thermisch ideales
Gas angenommen, womit die folgenden Zustandsgleichungen fu¨r Druck und Temperatur
gelten
p = (γ − 1)ρ
(
E − v
2
2
)
, (2.5)
T =
p
Rρ
, (2.6)
wobei γ = cp/cV das Verha¨ltnis der spezifischen Wa¨rmen bezeichnet und R die spezielle
Gaskonstante ist. Fu¨r den Spannungstensor wird der folgende, fu¨r Newtonsche Fluide
u¨blichen Ansatz
σ = −pI + τ (2.7)
gewa¨hlt, wobei I den Einheitstensor bezeichnet und τ den viskosen Spannungstensor.
Fu¨r ein Newtonsches Fluid im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht sind die Kom-
ponenten des viskosen Spannungstensors gegeben durch
τij = η[(∂ivj + ∂jvi)− 2
3
(∂kvk)δij], (2.8)
wobei η die dynamische Viskosita¨t des Fluides bezeichnet. Der Wa¨rmestromvektor q wird
nach der Fourierschen Theorie gema¨ß
q = −k∇T (2.9)
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modelliert, wobei hier k die Wa¨rmeleitfa¨higkeit des betrachteten Gases bezeichnet.
Die Temperaturabha¨nigkeit der dynamische Za¨higkeit wird im FLOWer-Code mit Hilfe
der Sutherlandschen Formel
η(T ) =
√
γ
M∞
Re∞
(
T
T∞
) 3
2 T∞ + 110K
T + 110T
(2.10)
bestimmt, die hier in dimesionsloser Form angegeben ist. Die Wa¨rmeleitfa¨higkeit berech-
net sich gema¨ß
k =
γ
γ − 1
η
Pr
, (2.11)
wobei Pr = 0.72 die als konstant angenommene Prandtlzahl bezeichnet.
Fu¨r die Berechnung turbulenter Stro¨mungen wird die laminare Viskosita¨t η durch η+ηt
ersetzt und in (2.11) wird η/Pr durch η/Pr+ηt/Prt ersetzt, wobei die Wirbelviskosita¨t ηt
und die turbulente Prandtlzahl Prt mit Hilfe eines Turbulenzmodelles bestimmt werden.
In der hier verwendeten FLOWer-Version steht das algebraische Turbulenzmodell von
Baldwin & Lomax [2] zur Verfu¨gung.
Werden die dissipativen Flu¨sse in Gleichung (2.1) vernachla¨ssigt, reduziert sich (2.1)
auf das wohlbekannte System der Euler-Gleichungen.
2.2 Ra¨umliche Diskretisierung
Die ra¨umliche Diskretisierung von (2.1) basiert auf der Finite-Volumen-Methode. Das
Rechengebiet wird dabei zuna¨chst in ein Netz von Hexaederzellen zerlegt, auf dessen
Gitterpunkten die Stro¨mungsgro¨ßen lokalisiert sind. Die integrale Form der Erhaltungs-
gleichungen wird nun auf jede Gitterzelle angewendet. Dadurch kann die Erhaltung von
Masse, Impuls und Energie auch in der diskreten Formulierung von (2.1) gewa¨hrleistet
werden. U¨blicherweise sind die Kontrollvolumina durch ein ko¨rperangepaßtes Gitter ge-
geben, das auf allgemein krummlinigen Koordinaten definiert ist.
Die ra¨umliche Diskretisierung von (2.1) fu¨hrt auf eine gewo¨hnliche Differentialglei-
chung fu¨r die zeitliche A¨nderung der Stro¨mungsgro¨ßen an jedem Gitterpunkt
d
dt
U i,j,k = − 1
Vi,j,k
(Rci,j,k −Rvi,j,k −Di,j,k), (2.12)
wobei Rci,j,k und R
v
i,j,k diskrete Approximationen der konvektiven bzw. viskosen Flu¨sse in
das den Punkt (i, j, k) umgebende Kontrollvolumen Vi,j,k darstellen. Der zusa¨tzliche Term
Di,j,k bezeichnet die Beitra¨ge der ku¨nstlichen Viskosita¨t, auf die weiter unten eingegangen
wird.
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Abbildung 2.1: Kontrollvolumen zur Berechnung der konvektiven Flu¨sse bestehend aus den
vier umgebenden Zellen.
Zuna¨chst soll auf die Berechnung der konvektiven Flu¨sse eingegangen werden. Im 3D
(2D) Fall werden die acht (im ebenen Fall vier) Zellen, die den Punkt (i, j, k) umgeben, zu
einem Kontrollvolumen zusammengefaßt, s. Abb. 2.1 fu¨r den 2D Fall. Fu¨r die Auswer-
tung des Oberfa¨chenintegrals in (2.1) u¨ber die konvektiven Flu¨sse wird zuna¨chst fu¨r jede
Teilzelle des Kontrollvolumens – durch arithmetische Mittelung der Flußgro¨ßen an den
Gitterpunkten – der Wert der Flußgro¨ßen auf den Zellfla¨chen bestimmt. Der konvektive
Gesamtfluß fu¨r das Kontrollvolumen des Punktes (i, j, k) ergibt sich dann aus der Summe
der Beitra¨ge der Teilzellen. Auf hinreichend glatten Gittern ist obige Diskretisierung von
ra¨umlich zweiter Ordnung [23], [50].
Die beschriebene zentrale Finite-Volumen-Diskretisierung ist ohne ku¨nstliche
Da¨mpfung nicht stabil. Das bedeutet, daß hochfrequente Oszillationen, etwa in der Na¨he
von Sto¨ßen, nicht geda¨mpft werden. Um solche unerwu¨nschten Oszillationen zu vermei-
den, mu¨ssen ku¨nstliche dissipative Terme explizit in die Diskretisierung eingefu¨hrt werden.
Das FLOWer-Paket greift dazu auf das bekannte skalare Dissipationsmodell von Jameson,
Schmidt & Turkel [43] zuru¨ck. Die explizite Definition des Dissipationsoperators D i,j,k
und die weiteren Details der FLOWerschen Implementierung finden sich in [23].
Zur Berechnung der viskosen Flu¨sse wird eine Hilfszelle wie in Abb. 2.2 dargestellt ver-
wendet. Die viskosen Flu¨sse beinhalten erste Ableitungen der Stro¨mungsgro¨ßen. Diese
werden mittels einer lokalen Transformation von kartesischen nach krummlinigen Koor-
dinaten ξ, η, ζ berechnet. Fu¨r eine beliebige skalare Gro¨ße φ hat man
∂φ
∂x
=
∂φ
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂φ
∂η
∂η
∂x
+
∂φ
∂ζ
∂ζ
∂x
. (2.13)
Die Ableitungen φξ, φη, φζ werden mittels zentraler Differenzen berechnet, wa¨hrend
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updated point
points used in update
A
A
A
A
AAK
Q
Qk
Kontrollvolumen fu¨r viskose Flu¨sse
Ort der Stro¨mungsgro¨ßen
Abbildung 2.2: Kontrollvolumen zur Berechnung der viskosen Flu¨sse.
die Transformatioskoeffizienten mit Hilfe der Zellfla¨chenvektoren und der Zellvolumi-
na bestimmt werden. In der in dieser Arbeit verwendeten FLOWer-Version wird bei
der Berechnung der viskosen Flu¨sse von der sogenannten thin layer-Approximation Ge-
brauch gemacht. Diese beruht auf der Beobachtung, daß in Stro¨mungen, die durch hohe
Reynoldszahlen und du¨nne Grenzschichten charakterisiert sind, die Komponenten der
Stro¨mungsgradienten normal zu den umstro¨mten Wa¨nden viel gro¨ßer sind als entlang
der Wa¨nde. Daher werden in der thin layer-Na¨herung viskose Beitra¨ge von Gradienten
entlang der Wa¨nde vernachla¨ssigt.
2.3 Zeitintegration
Durch die ra¨umliche Diskretisierung wird die integrale Form der Erhaltungsgleichung (2.1)
in ein System gewo¨hnlicher DGln von erster Ordnung in der Zeit u¨berfu¨hrt,
d
dt
U i,j,k = P i,j,k, (2.14)
wobei
P i,j,k = − 1
Vi,j,k
(Rci,j,k −Rvi,j,k −Di,j,k). (2.15)
Zur Berechnung von stationa¨ren Stro¨mungsproblemen werden explizite Runge-Kutta-
Verfahren (RK-Verfahren) eingesetzt. Die hier verwendeten RK-Verfahren sind von der
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Abbildung 2.3: Stabilita¨tsgebiet zweier RK-Methoden. Die mit p = 4 (p = 5) bezeichnete
Kurve berandet das Stabilita¨tsgebiet der 4-stufigen (5-stufigen) Methode.
Form
U 0i,j,k = U
n
i,j,k, (2.16)
U si,j,k = U
0
i,j,k + αs∆tP
s−1
i,j,k, s = 1, . . . , p, (2.17)
Un+1i,j,k = U
p
i,j,k, (2.18)
wobei die αs die Koeffizienten des p-stufigen Schemas sind. Fu¨r die Simulationen dieser
Arbeit wurde ein 5-stufiges Schema verwendet, dessen Koeffizienten durch
α1 =
1
4
, α2 =
1
6
, α3 =
3
8
, α4 =
1
2
, α5 = 1, (2.19)
gegeben sind. Dieses Schema ist von zweiter Ordnung in der Zeit und zeichnet sich
durch ein besonders großes Stabilita¨tsgebiet entlang der imagina¨ren Ω∆t-Achse aus, siehe
Abb. 2.3. Da die Eigenwerte Ωi einer zentralen Diskretisierung konvektionsdominierter
Probleme rein imagina¨r sind bzw. betragsma¨ßig nur sehr kleine Realteile aufwiesen [34],
S. 388 ff., ermo¨glicht das obige Schema die Wahl großer Zeitschritte. Es sei noch gesagt,
daß der Anteil der ku¨nstlichen Dissipation Di,j,k des Residuums P i,j,k nicht in allen p
Schritten des RK-Schemas neu berechnet wird [23].
Bei der Berechnung stationa¨rer Stro¨mungen stehen in FLOWer-Paket mehrere a¨ußerst
wirkungsvolle Methoden zur Konvergenzbeschleunigung zur Verfu¨gung. Bei der Methode
der lokalen Zeitschritte wird in jeder Gitterzelle die maximal erlaubte Zeitschrittweite,
die sich nach dem Stabilita¨tskriterium aus Zellgeometrie und Stro¨mungszustand ergibt,
gewa¨hlt.
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Durch die Methode der impliziten Residuenmittelung erha¨lt das Zeitintegrationsver-
fahren einen zusa¨tzlichen impliziten Charakter, und es wird mo¨glich, die maximal erlaub-
ten Zeitschrittweiten der expliziten Methode um einen Faktor 2 – 3 zu vergro¨ßern. Die
Methode bewirkt außerdem eine Gla¨ttung der hochfrequenten Anteile des Residuums,
was hinsichtlich des Mehrgitter-Verfahrens von großer Bedeutung ist, siehe unten. Die
Einzelheiten der FLOWerschen Implementierung finden sich in [23] und [50].
Die Mehrgitter-Methode hat ihren Ursprung in den Eigenschaften herko¨mmlicher ite-
rativer Verfahren (Jacobi, Gauß-Seidel, SOR ect.) zur Lo¨sung großer linearer Gleichungs-
systeme. Insbesondere la¨ßt sich das relativ langsame Konvergenzverhalten dieser Metho-
den auf die schlechte Da¨mpfung der niederfrequenten (langwelligen) Anteile der Fehler-
verteilung zuru¨ckfu¨hren. Andererseits werden bei diesen Methoden die hochfrequenten
Anteile des Fehlers i.a. gut geda¨mpft. Dies bewirkt eine Gla¨ttung der Fehlerverteilung,
so daß nach Anwendung eines oder mehrerer Iterationsschritte der Fehler auf dem ur-
spru¨nglichen, feinen Rechengitter glatt genug sein wird, um ihn auf einem gro¨beren Gitter
ada¨quat darstellen zu ko¨nnen. Die grundlegende Vorgehensweise der Mehrgitter-Methode
ist nun wie folgt. Zuna¨chst werden ein oder mehrere Schritte einer iterativen Metho-
de mit gutem Da¨mpfungsverhalten im hohen Frequenzbereich ausgefu¨hrt. Das Problem
wird dann auf eine gro¨beres Gitter projiziert. Dort kann, wegen der geringeren Anzahl
der Gitterpunkte, eine Korrektur der Lo¨sung bei vermindertem Rechenaufwand bestimmt
werden. In einem letzten Schritt wird die so bestimmte Korrektur der Lo¨sung wieder auf
das feine Gitter projiziert, und eine neue Approximation der Lo¨sung auf dem feinen Git-
ter kann erzeugt werden. Man gelangt von der oben beschriebenden Zweigitter-Methode
zur eigentlichen Mehrgittter-Methode, in dem man zur Bestimmung der Lo¨sungskorrektur
auf dem groben Gitter wieder die Zweigitter-Methode anwendet und dabei ein nochmals
gro¨beres Gitter einfu¨hrt, auf welchem man wiederum so verfa¨hrt usw. Man erha¨lt so ei-
ne Hierarchie immer gro¨berer Gitter, wobei die exakte Berechnung der Lo¨sungskorrektur
nur auf dem letzten, sehr groben Gitter bestimmt werden muß, wa¨hrend auf den u¨brigen
Gittern nur Gla¨ttungsschritte durchgefu¨hrt werden. Da nun aber die bezu¨glich des fei-
nen Gitters niederfrequenten Anteile der Fehlerverteilung bezu¨glich der groben Gitter
hochfrequente Anteile darstellen, erha¨lt man durch den Mehrgitter-Ansatz eine sehr gute
Da¨mpfung eines großen Frequenzbereichs, was sich in den sehr hohen Konvergenzraten
der Methode niederschla¨gt. Eine einfu¨hrende Darstellung der Mehrgitter-Methode fin-
det sich z.B. in [34]. Das in FLOWer verwendete Mehrgitter-Verfahren basiert auf dem
Ansatz von Jameson [40], [41]. Einzelheiten der Implementierung finden sich in [23] und
[50].
Zur Berechnung von instationa¨ren Stro¨mungsfeldern kann man im Rahmen des
FLOWer-Paketes auf ein implizites Schema zur Zeitintegration zuru¨ckgreifen. Dieses im-
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plizite Schema hat den Vorteil, daß man bei der Wahl der Zeitschrittweiten nicht an eine
Stabilita¨tsbedingung gebunden ist und die Schrittweiten an die Zeitskalen des betrachte-
ten Stro¨mungspha¨nomens anpassen kann. Die Zeitableitung in Gleichung (2.14) wird bei
diesem Ansatz mittels einer Ru¨ckwa¨rtsdifferenz zweiter Ordnung diskretisiert
3
2∆t
Un+1 − 2
∆t
Un +
1
2∆t
Un−1 = P (Un+1), (2.20)
wobei die Indizes (i, j, k) der U¨bersichtlichkeit halber unterdru¨ckt wurden. Obiges Schema
geho¨rt zur Klasse der linearen Mehrschritt-Verfahren, ist von zeitlich zweiter Ordnung
und uneingeschra¨nkt stabil (A-stabil), s. etwa [34], S. 427. Um die implizite Gleichung
(2.20) zu lo¨sen, wird in der FLOWer-Implementierung die auf Jameson [42] zuru¨ckgehende
dual time stepping-Methode angewendet. Bei dieser Methode betrachtet man folgende
modifizierte Variante der Gleichung (2.20)
dU
dτ
= P˜ (U) = −
[
3
2∆t
U − 2
∆t
Un +
1
2∆t
Un−1
]
+ P (U), (2.21)
wobei Un und Un−1 fu¨r diese Gleichung lediglich konstante Quellterme sind und τ eine
nichtphysikalische
”
Pseudozeit“ bezeichnet. Fu¨r diese Gleichung sucht man nun eine
”
pseudostationa¨re“ Lo¨sung U∞, so daß dU∞/dτ = 0. Fu¨r ein solches U∞ gilt aber
offensichtlich
U∞ = Un+1. (2.22)
Man kann also die implizite Gleichung (2.20) lo¨sen, indem man in jedem Zeitschritt die
stationa¨re Lo¨sung der modifizierten Gleichung (2.21) bestimmt. Dabei ko¨nnen die oben
beschriebenen Methoden zur Lo¨sung physikalisch stationa¨rer Probleme, inklusive der hoch
effizienten Methoden zur Konvergenzbeschleunigung, verwendet werden [33], [23].
2.4 Gitternachfu¨hrung
Wa¨hrend einer aeroelastischen Simulation muß das Stro¨mungsgitter in jedem Zeitschritt
der Bewegung der Struktur angepaßt werden. Basierend auf dem Ansatz von Britten und
Werle [12], [13], [59] wurde im Rahmen dieser Arbeit ein algebraischer Algorithmus zur
Gitternachfu¨hrung implementiert. Dieser soll im folgenden erla¨utert werden.
Ausgangspunkt bei der Gitternachfu¨hrung ist das Stro¨mungsgitter auf dem Zeitniveau
n, unten auch altes Gitter genannt. Der Strukturlo¨ser liefert nun die verformte Plattengeo-
metrie zur Zeit n+ 1. Um auch die Stro¨mungslo¨sung auf das Zeitniveau n+ 1 zu bringen,
muß ein Gitter konstruiert werden, das der neuen Geometrie der Platte Rechnung tra¨gt.
Dazu werden folgende Schritte ausgefu¨hrt.
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Abbildung 2.4: Ein dem Algorithmus an die Verformung der Struktur angepaßtes
Stro¨mungsgitter. Dargestellt ist ein Ausschnitt mit der Vorderkannte der gelenkig gelagerten
Platte bei x/c = 0.0.
1. Jede Gitterlinie in Normalenrichtung zur Plattenoberfla¨che wird starr gedreht und
verschoben, so daß die neue Gitterlinie senkrecht auf der deformierten Plattenober-
fla¨che steht.
2. Es werden nun Punkte betrachtet, in denen sich benachbarte Gitterlinien (normal
zur Plattenoberfla¨che) schneiden. Der kleinste Abstand dieser Punkte zur Platteno-
berfla¨che wird berechnet und sei mit a0 bezeichnet. Schließlich setzen wir noch
a0 = min{a0, }, (2.23)
wobei  ein vorgegebener Maximalabstand ist.
3. Zu den Punkten der alten Gitterlinien (Zeitniveau n) werden die gewichteten Ver-
schiebungen der Gitterpunkte auf der Platte addiert. Die zur Gewichtung verwen-
dete Funktion ist eine Exponentialfunktion der Form
g = exp{−(κa/a0)2}, (2.24)
wobei a die Bogenla¨nge entlang der Gitterlinie bezeichnet und κ ein Parameter ist,
der von der Gitterdimension abha¨ngt. Wir wa¨hlen κ so, daß g ≈ 1 fu¨r a < a0, also
nahe der Plattenoberfla¨che, und g ≈ 0 fu¨r a > a0.
4. Das neue Gitter wird schließlich durch Interpolation zwischen den gedrehten Gitterli-
nien aus Schritt 2 und den modifizierten Gitterlinien aus Schritt 3 derart bestimmt,
daß die resultierenden Gitterlinien die Plattenoberfla¨che fast senkrecht verlassen,
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wa¨hrend in einiger Entfernung von der Platte die Punkte des alten und des neuen
Gitters identisch sind. Die dazu verwendete Interpolationsfunktion f ist von der
gleichen Form wie g mit einem etwas anderen Wert fu¨r den Parameter κ.
Im ersten Schritt des obigen Algorithmus werden noch die Gitterlinien, die die feste Wand
in Nachbarschaft der Plattenvorder- und -hinterkante verlassen, gedreht. Dabei werden
die Drehwinkel aus einer Gewichtung der Drehwinkel der Plattenendpunkte mit einer
Funktion bestimmt, die mit dem Abstand von den Plattenendpunkten gegen Null ab-
klingt. Dies geschieht, um eine U¨berschneidung der Gitterlinien im Bereich der Vorder-
und Hinterkante der Platte zu vermeiden.
Kapitel 3
Strukturmethode
3.1 Plattenmodelle
Fu¨r das in dieser Arbeit behandelte Problem einer 2D Stro¨mung u¨ber einer 1D Platte
werden zwei geometrisch nichtlineare Plattenmodelle betrachtet. Die Nichtlinearita¨t wird
dabei durch die Dehnung der Plattenmittelebene verursacht, die sich – bei unbeweglich
angenommenen Plattenvorder- und hinterkanten – durch die Plattenbiegung ergibt.
Das erste dieser Modelle ist eine nichtlineare 1D Version der Reissner-Mindlin-
Plattentheorie, in der die Drehtra¨gheit der Plattenquerschnitte und Scherverformungen
beru¨cksichtigt werden [51], [52], [46]. In der Reissner-Mindlin-Theorie werden die Annah-
men des Timoshenko-Balkenmodells, s. etwa [3], [27], auf das Plattenproblem u¨bertragen.
Im Rahmen dieser Theorie ist der Scherwinkel γs durch
γs =
∂w
∂x
− θ (3.1)
gegeben, wobei w und θ die Verschiebung in y-Richtung1 bzw. die Rotation der Platten-
querschnitte bezeichnen, s. Abb. 3.1.
Die kinetische und potentielle Energie der Platte (jeweils pro La¨nge, wegen der ange-
nommenen Unabha¨ngigkeit von der z-Richtung) lassen sich schreiben als
T =
1
2
∫ c
0
[
ρsh
(
∂w
∂t
)2
+
ρsh
3
12
(
∂θ
∂t
)2]
dx, (3.2)
V =
1
2
∫ c
0
[
D
(
∂θ
∂x
)2
+ κGh
(
∂w
∂x
− θ
)2
+
N0 +Nx
2
(
∂w
∂x
)2]
dx, (3.3)
1U¨blicherweise wird die Verschiebung in y-Richtung mit v bezeichnet. Um eine Verwechslung mit den
Komponenten der Stro¨mungsgeschwindigkeit vi zu vermeiden, wa¨hlen wir hier die Bezeichnung w fu¨r die
Verschiebung in y-Richtung.
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y
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Bezugskonfiguration: QuerschnittMittelebene
6
w
θ
reine Biegung
∂w
∂x
= θ
von Ka´rma´n
Reissner-Mindlin
γs
w
θ + γs
Biegung + Scherung
∂w
∂x
= θ + γs
aktuelle Konfiguration:
γs = Scherwinkel
θ = Querschnittsdrehung
Abbildung 3.1: Kinematik der Plattenmodelle.
wobei
Nx =
Eh
2c
∫ c
0
(∂w/∂x)2 dx. (3.4)
Fu¨r die virtuelle Arbeit der aerodynamischen Druchlast auf der Platte hat man
δWaero =
∫ c
0
∆p δw dx. (3.5)
Hierbei bezeichnen N0 und Nx durch a¨ußere Kra¨fte bzw. durch die Plattenbiegung verur-
sachte Lasten in der Plattenebene. Ferner bezeichnen ∆p = po − p∞, D, E, G und ρs die
aerodynamische Drucklast auf der Platte, die Biegesteifigkeit, den Elastizita¨tsmodul, den
Schermodul und die Dichte der Platte. Die Verschiebungen in der Plattenebene werden
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im hier gewa¨hlten Ansatz vernachla¨ssigt. Gema¨ß dem Hamiltonschen Prinzip erha¨lt man
die Bewegungsgleichungen durch Variation des Wirkungsintegrals
δI =
∫ t2
t1
(δT − δV + δWaero)dt = 0. (3.6)
Ausfu¨hren der Variation liefert schließlich folgende Gleichungen fu¨r die Rotation θ der
Plattenquerschnitte und die Verschiebung w senkrecht zur Plattenebene
ρsh
3
12
∂2θ
∂t2
−D∂
2θ
∂x2
− κGh
(
∂w
∂x
− θ
)
= 0, (3.7)
ρsh
∂2w
∂t2
− κGh
(
∂2w
∂x2
− ∂θ
∂x
)
−N ∂
2w
∂x2
−∆p = 0, (3.8)
wobei N = N0 + Nx. Fu¨r die in dieser Arbeit vorgestellten Rechnungen wurde N0 = 0
angenommen. Eine Herleitung der dynamischen Gleichungen fu¨r den analogen Fall eines
nichtlinearen Timoshenko-Balkens findet sich in [24].
Fu¨r das hier untersuchte panel flutter-Problem kommen zwei Arten von Randbedin-
gungen in Frage. Fu¨r fest eingespannte Plattenra¨nder ist bei x = 0, c weder eine Verschie-
bung noch eine Verdrehung der Platte mo¨glich. Es gilt also
w|x=0,c = 0, θ|x=0,c = 0. (3.9)
Fu¨r drehbar gelagerte Ra¨nder ist eine Verschiebung unmo¨glich, aber eine Rotation der
Plattenquerschnitte ist mo¨glich (s. z.B. Abb. 2.4) , und zwar so, daß das Moment an den
Plattenendpunkten verschwindet,
w|x=0,c = 0, M |x=0,c = D∂θ
∂x
= 0. (3.10)
Werden Drehtra¨gheit und Scherdeformation in (3.2) und (3.3) vernachla¨ssigt, so erha¨lt
man entsprechend der Euler-Bernoulli-Hypothese
θ =
∂w
∂x
(3.11)
(Normalenhypothese), s. Abb. 3.1. Die Variationsaufgabe von (3.6) liefert dann folgende
Gleichung fu¨r w
D
∂4w
∂x4
−N ∂
2w
∂x2
+ ρsh
∂2w
∂t2
−∆p = 0. (3.12)
Obige Gleichung stellt eine eindimensionale Version der klassischen von Ka´rma´n-
Plattentheorie dar.
Die Randbedingungen fu¨r feste Einspannung lauten hier
w|x=0,c = 0, ∂w
∂x
|x=0,c = 0. (3.13)
Fu¨r drehbar gelagerte Ra¨nder gilt
w|x=0,c = 0, M |x=0,c = D∂
2w
∂x2
= 0. (3.14)
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3.2 Finite-Elemente-Verfahren
3.2.1 Finite-Elemente-Diskretisierung
In der vorliegenden Arbeit soll die Methode der finiten Elemente (FE) verwendet
werden, um eine ra¨umliche Diskretisierung der eindimensionalen Reissner-Mindlin-
Plattengleichungen zu erhalten. Wir verwenden dazu das Timoshenko-Balkenelement von
Friedman & Kosmatka [25]. Dieses Element beruht auf kubischen Ansatzfunktionen und
zeigt keine shear locking-Effekte. Werden die FE-Ansa¨tze aus [25] in (3.2), (3.3) und (3.5)
eingesetzt, ko¨nnen die dort auftretenden Integrale ausgewertet werden und man erha¨lt
die Teilenergien in Matrixschreibweise
T =
1
2
ρh
ρ∞c
u˙T ·MT · u˙+ 1
24
ρh
ρ∞c
u˙T ·MR · u˙ (3.15)
V =
1
2
D
p∞c3
uT · SB · u+ 1
2
κGh
p∞c
uT · SS · u+ Eh+ 4cN0
8p∞c3
{
uT · SM · u
}2
(3.16)
δWaero = b
T · δu (3.17)
Dabei bezeichnen SB, SS, SM , MT , MR, sowie u und b die jeweiligen globalen FE-
Matrizen, den globalen Vektor der Unbekannten und den globalen Lastvektor, die sich
durch Assemblierung der entsprechenden Elementmatrizen und -vektoren erzeugen lassen,
s. etwa [54]. Ferner wurden die Teilenergien in (3.15) – (3.17) durch Division durch p∞c2
dimensionslos gemacht. Da wir den Strukturlo¨ser an den Stro¨mungslo¨ser FLOWer koppeln
wollen, verwenden wir hier die FLOWerschen Referenzgro¨ßen zur Entdimensionalisierung
der physikalischen Gro¨ßen,
[La¨nge] = c, [Dichte] = ρ∞, [Druck] = p∞,
wobei c die Plattenla¨nge und ρ∞, p∞ die Dichte bzw. den Druck in der Anstro¨mung
bezeichnen.
Die Bewegungsgleichungen lassen sich nun u¨ber den aus dem Hamiltonschen Prinzip
folgenden Lagrange-Formalismus
L = T − V, L = L(u˙i, ui), δWaero = Qjδuj, (3.18)
d
dt
∂L
∂u˙i
− ∂L
∂ui
= Qi (3.19)
gewinnen. Es ergibt sich folgende nichtlineare gewo¨hnliche Differentialgleichung von zwei-
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ter Ordnung in der Zeit
{cTMT + cRMR} · u¨+
cBSB + cSSS︸ ︷︷ ︸
=cBSSBS
+cM(u
T · SM · u)SM + cASM
 · u = b,
(3.20)
wobei
cT =
ρh
ρ∞c
, cR =
1
12
ρh
ρ∞c
, cB =
D
p∞c3
= cBS,
cS =
κGh
p∞c
, cM =
Eh
p∞c3
, cA =
N0
p∞c2
. (3.21)
Die Elementmatrizen, aus denen sich die globalen FE-Matrizen zusammensetzen, sind
(bis auf SeM) in [25] angegeben und finden sich der Vollsta¨ndigkeit halber ebenfalls im
Anhang dieser Arbeit.
Der Parameter φ, den Friedman & Kosmatka [25] bei der Definition der Elementma-
trizen eingefu¨hrt haben, ist im Fall einer 1D RM-Platte gegeben durch
φ =
12
l2
(
D
κGh
)
=
2h2
l2κ(1− ν) , (3.22)
wobei κ = 5
6
der Scherkorrekturfaktor ist und l die La¨nge eines Elementes bezeichnet. Wie
aus obiger Gleichung hervorgeht, ist φ proportional zum Verha¨ltnis der Biegesteifigkeit
zur Schersteifigkeit der Platte. Fu¨r φ = 0 erha¨lt man also eine Platte mit unendlicher
Schersteifigkeit, was den klassischen Plattenmodellen wie (3.12) entspricht. Die Element-
matrizen des Friedman-Kosmatka-Elements gehen in diesem Fall in die Elementmatrizen
des klassischen Hermite-Balkenelements u¨ber. Wird in (3.20) zusa¨tzlich zu φ = 0 noch der
Term cRMR vernachla¨ssigt, stellt (3.20) eine Approximation an die klassische Ka´rma´n-
Gleichung (3.12) dar. Mit der hier gewa¨hlten FE Diskretisierung lassen sich also sowohl
das RM- als auch das Ka´rma´n-Plattenmodell beschreiben.
3.2.2 Zeitintegration
Bossak-Schema
Wegen der gro¨ßeren Flexibilita¨t bei der Wahl der Zeitschrittweiten, was insbesondere
bei der angestrebten Kopplung des Strukturverfahrens mit einem Stro¨mungslo¨ser wichtig
wird, soll zur zeitlichen Integration der Strukturgleichungen ein uneingeschra¨nkt stabiles,
implizites Verfahren eingesetzt werden. Im Rahmen des hier beschriebenen FE-Lo¨sers
wird das Bossak-Schema [36], das eine Erweiterung des Newmark-Schemas darstellt, zur
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zeitlichen Integration der Bewegungsgleichungen verwendet. Wird der nichtlineare Term
in den Bewegungsgleichungen zuna¨chst vernachla¨ssigt, lassen sich diese schreiben als
M · u¨+ S · u = b, (3.23)
mit
M = cTMT + cRMR, S = cBSSBS + cASM . (3.24)
Setzt man nun
d = u, v = u˙, a = u¨, (3.25)
la¨ßt sich eine implizite Zeitdiskretisierung durch folgende Gleichung realisieren
(1− αB)M · an+1 + αBM · an + S · dn+1 = bn+1. (3.26)
Fu¨r αB = 0 erha¨lt man das Newmark-Schema. Wie beim Newmark-Schema setzt man
nun
dn+1 = dn + ∆tvn +
∆t2
2
{(1− 2β)an + 2βan+1} , (3.27)
vn+1 = vn + ∆t {(1− γ)an + γan+1} , (3.28)
d˜n+1 = dn + ∆tvn +
∆t2
2
(1− 2β)an, (3.29)
v˜n+1 = vn + ∆t(1− γ)an. (3.30)
Einsetzen fu¨r dn+1 in die Bewegungsgleichung ergibt
(1− αB)M + β∆t2S)︸ ︷︷ ︸
=M˜
·an+1 = bn+1 − S · d˜n+1 − αBM · an︸ ︷︷ ︸
=b˜
, (3.31)
M˜ · an+1 = b˜. (3.32)
Lo¨sen dieses linearen Gleichungssystems liefert – nachdem es noch so modifiziert wurde,
daß die Randbedingungen fu¨r die Beschleunigung eingehalten werden – die an+1 zum
neuen Zeitniveau. Damit ergibt sich schließlich
dn+1 = d˜n+1 + β∆t
2an+1, (3.33)
vn+1 = v˜n+1 + γan+1. (3.34)
Fu¨r drehbar gelagerte Ra¨nder muß w|x=0,c = 0 gelten. Die zu w|x=0 geho¨rige Beschleuni-
gungsvariable ist die erste Komponente des Vektors an+1, a1,n+1. Wir setzen nun in (3.32)
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b˜1 = 0 und ersetzen die erste Zeile und die erste Spalte von M˜durch Nullen, fu¨r das Dia-
gonalelement setzen wir jedoch M˜11 = 1. Diese Ersetzungen liefern dann a1,n+1 = 0 und
schließlich d1,n+1 = w|x=0 = 0, wie gewu¨nscht. Fu¨r die zu w|x=c geho¨rige Beschleuni-
gungskomponente wird analog verfahren. Bei fest eingespannten Ra¨ndern ist zusa¨tzlich
noch θ|x=0,c = 0 zu erfu¨llen, was durch oben beschriebenes Vorgehen fu¨r die zu θ|x=0,c
geho¨rigen Beschleunigungskomponenten erreicht wird.
Wir verwenden in dieser Arbeit folgende Wahl der algorithmischen Parameter
αB ≤ 0, γ = 1
2
− αB, β = 1
4
(1− αB)2. (3.35)
Bei dieser Parameterwahl ist das Bossak-Schema von zweiter Ordnung in der Zeit, un-
eingeschra¨nkt stabil (A-stabil) und zeigt maximale Da¨mpfung hochfrequenter Anteile der
FE-Diskretisierung, was explizit erwu¨nscht ist [36]. Fu¨r αB = 0 ist obiges Schema mit
der Trapez-Methode identisch, vgl. [36], S. 493. Fu¨r die in Kapitel 5 vorgestellten aero-
elastischen Simulationen wurde αB = −0.3 gewa¨hlt.
Bei den hier auftretenden FE-Matrizen handelt es sich um positiv definite, symmetri-
sche Bandmatrizen mit einer Bandbreite m = 3, d.h. die ersten drei Sub- und Superdiago-
nalen sind besetzt. Das sich ergebende lineare Gleichungssystem ist von der allgemeinen
Form
A · x = b, (3.36)
wobei also A eine positiv definite, symmetrische Bandmatrix ist. Zur Lo¨sung verwenden
wir die Lapack-Routine spbsv bzw. dpbsv (fu¨r doppelte Genauigkeit), die auf einer
Cholesky-Zerlegung, s. z.B. Stewart [56],
A = L ·LT (3.37)
beruht, wobei L eine untere Dreiecksmatrix ist mit der gleichen Bandbreite wie A ist.
Newton-Raphson Iteration
Soll der nichtlineare Term in der Bewegungsgleichung beru¨cksichtigt werden, fu¨hrt dies
im Rahmen des Bossak-Schemas auf folgende nichtlineare algebraische Matrix-Vektor-
Gleichung
(1− αB)M · an+1 + g(an+1) = bn+1, (3.38)
wobei M wie im vorhergehenden Abschnitt definiert ist und
g(dn+1) = (cBSSBS + cASM + cM{dn+1 · SM · dn+1}SM) · dn+1 + αBM · an (3.39)
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mit
dn+1 = d˜n+1 + β∆t
2an+1. (3.40)
Das gesuchte an+1 kann mittels einer Newton-Raphson-Iteration bestimmt werden. Dazu
schreiben wir
f(a) = (1− αB)M · a+ g(a)− b = 0, (3.41)
wobei die Indizes n und n + 1 unterdru¨ckt wurden. Die gesuchte Beschleunigung zum
neuen Zeitniveau ist also eine Nullstelle der Vektorfunktion f . Das Newton-Verfahren
beruht nun auf folgenden Schritten, s. Press et al. [49], S. 271,
A · δa = B, (3.42)
mit
Aik =
∂fi
∂ak
, Bi = −fi, (3.43)
wobei nach den ak auf Zeitniveau n + 1 differenziert wird, und schließlich
aneu = aalt + δa. (3.44)
Fu¨r die Newton-Matrix ergibt sich also
Aik = Mik +
∂gi
∂ak
, (3.45)
wobei mit η = β∆t2 und d = d˜+ ηa
∂g
∂a
=η {cBSSBS + cASM + cM{d · SM · d}SM}
+ 2ηcM [SM · d] · [SM · d]T , (3.46)
bzw. in Komponenten
∂gi
∂ak
=η {cBSSBSik + cASMik + cM{dmSMmndn}SMik}
+ 2ηcM [SMildl] [SMkrdr] . (3.47)
Bei obiger Newton-Matrix handelt es sich um eine vollbesetzte, symmetrische Matrix.
Das sich ergebende Gleichungssystem wird direkt mittels der Lapack-Routine sspsv bzw.
dspsv gelo¨st, die auf folgender Zerlegung von A beruht
A = L ·D ·LT , (3.48)
wobei D symmetrisch und blockdiagonal mit (1× 1)- oder (2× 2)-Blo¨cken ist, und L das
Produkt einer Permutationsmatrix mit einer unteren Dreiecksmatrix ist, deren Diagonal-
elemente den Wert 1 haben.
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3.2.3 Konservativer Lasttransfer
Fu¨r die Simulation von Problemen, die Stro¨mungs-Struktur-Wechselwirkung beinhalten,
wird ein Algorithmus beno¨tigt, der die durch den Stro¨mungslo¨ser berechnete diskrete
Druckverteilung auf der Oberfla¨che der umstro¨mten Struktur in eine der Diskretisierung
der Struktur entsprechende Lastverteilung umwandelt. Hierbei ist zu beachten, daß die je-
weiligen Diskretisierungen der aerodynamischen Oberfla¨che i.a. nicht identisch sind. Wir
verwenden hier eine Variante des von Cebral & Lo¨hner [14] vorgeschlagenen Algorithmus
zum konservativem Lasttransfer. Dieser soll im folgenden kurz skizziert werden.
Auf der Grenzfla¨che Γ zwischen Stro¨mung und Struktur mo¨chten wir
ps(x) ≈ pf (x) (3.49)
erreichen, wobei pf den Stro¨mungsdruck auf dem Stro¨mungsgitter und ps die entspre-
chende Druckverteilung auf dem Strukturgitter bezeichne. Vermo¨ge der Methode der
gewichteten Residuen kann ps so bestimmt werden, daß obige Gleichung na¨herungsweise
erfu¨llt wird. Dazu multiplizieren wir (3.49) zuna¨chst mit einer Gewichtsfunktion Wi, und
integrieren dann u¨ber Γ, ∫
Γ
Wip
sdΓ =
∫
Γ
Wip
fdΓ. (3.50)
Die Dru¨cke werden mit den entsprechenden Ansatzfunktionen der jeweiligen Diskretisie-
rungen dargestellt als
ps(x) = N sj (x)pˆ
s
j, p
f (x) = Nfj (x)pˆ
f
j , (3.51)
wobei die pˆ die diskreten Druckwerte auf den jeweiligen Gitterknoten bezeichnen. Die zen-
trale FV-Diskretisierung des FLOWer-Paketes wird hier durch lineare Ansatzfunktionen
dargestellt. Im Sinne einer Galerkin-Methode wa¨hlen wir nun Wi = N si und erhalten∫
Γ
N si N
s
j pˆ
s
jdΓ =
∫
Γ
N siN
f
j pˆ
f
j dΓ. (3.52)
Das Integral auf der linken Seite der obigen Gleichung liefert die konsistente Massenmatrix
der Strukturelemente der Grenzfla¨che. Im hier betrachteten Fall einer eindimensionalen
Platte befinden sich alle Elemente auf der Grenzfla¨che, und man hat die Gesamtmassen-
matrix zu verwenden. Zur Lo¨sung der obigen Gleichung muß die Massenmatrix invertiert
werden, und man erha¨lt
pˆsi = (M
sc)−1ik rk, (3.53)
wobei
M scik =
∫
Γ
N si N
s
j dΓ, (3.54)
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und
ri =
∫
Γ
N siN
f
j pˆ
f
j dΓ. (3.55)
Die eigentliche Arbeit liegt nun in der Berechnung der ri. Wie von Cebral & Lo¨hner
[14] vorgeschlagen, verwenden wir eine Gaußsche Quadraturformel zur Berechnung des
Integrals in (3.55). Dazu fu¨hren wir die Quadraturpunkte in den Zellfla¨chen des
Stro¨mungsnetzes ein und summieren die Beitra¨ge der einzelnen Stro¨mungselemente gema¨ß
ri =
∑
F luid
∫
Γfe
N si (x)p
f(x)dΓfe (3.56)
≈
∑
F luid
nG∑
g=1
W (xg)N
s
i (xg)p
f(xg). (3.57)
Hierbei la¨uft die erste Summe u¨ber alle Stro¨mungszellen der Grenzfla¨che und die zweite
Summe u¨ber alle Quadraturpunkte einer Zelle, W (xg) bezeichnet das Gewicht des Qua-
draturpunktes xg, N si (xg) den Wert der Ansatzfunktion des Strukturelements, das den
Quadraturpunkt entha¨lt, und pf(xg) den Stro¨mungsdruck bei xg.
Im hier betrachteten Fall der 1D Platte haben wir als Formfunktionen fu¨r die Struktur
Polynome dritten Grades und fu¨r die Stro¨mung Polynome ersten Grades. Wir wa¨hlen
deshalb die Gaußsche Quadraturregel mit drei Stu¨tzstellen. Damit la¨ßt sich ein Polynom
vierten Grades exakt integrieren. Bezogen auf das Interval [−1, 1] liegen die Stu¨tzstellen
ξj bzw. die Gewichte der Quadraturformel Wj bei
(ξ1, ξ2, ξ3) =
(
−
√
3/5, 0,
√
3/5
)
, (W1,W2,W3) = (5/9, 8/9, 5/9) . (3.58)
Damit ergibt sich fu¨r die Berechnung von ri
ri =
∑
k
∫ bk
ak
N si (x)p
f (x)dx (3.59)
≈
∑
k
bk − ak
2
3∑
g=1
WgN
s
i (xg)p
f(xg), (3.60)
wobei hier k u¨ber alle Stro¨mungszellen la¨uft und folgende Identita¨t ausgenutzt wurde [55],
S. 355,
I =
∫ b
a
f(x)dx ≈ b− a
2
nG∑
g=1
Wgf(xg), (3.61)
wobei
xg =
b− a
2
ξg +
b + a
2
. (3.62)
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Sind die ri bestimmt, erhalten wir die pˆsi durch multiplizieren mit der inversen Massen-
matrix. Wir verwenden hier eine sogenannte lumped mass matrix, da die Anwendung der
konsistenten Massenmatrix im Fall des Friedman-Kosmatka-Elements zu heftigen U¨ber-
und Unterschwingern an steilen Gradienten in der Druckverteilung fu¨hren kann. Die
verwendete Massenmatrix fu¨r ein Element der La¨nge l ist gegeben durch
M lumpe = diag(l/2, l
3/24, l/2, l3/24). (3.63)
Die Verwendung der lumped mass matrix an dieser Stelle bewirkt eine Regularisierung
des Transferproblems, die sich in der Praxis sehr gut bewa¨hrt hat, s. Abschnitt 3.4 und
Kapitel 5. Schließlich ergibt sich fu¨r die pˆsi
pˆsi = (M
lump)−1ik rk. (3.64)
Nachdem der Stro¨mungsdruck so auf das Strukturgitter konvertiert wurde, la¨ßt sich der
globale Lastvektor aus den Elementlastvektoren assemblieren. Die Elementlastvektoren
erha¨lt man gema¨ß [54]
be = M
e
T · pe, (3.65)
wobei pe die oben bestimmten Koeffizienten der Druckverteilung auf Elementebene bein-
haltet und M Te die Elementmassenmatrix bezeichnet, s. Anhang A.
3.3 Modales Galerkin-Verfahren
3.3.1 Galerkin-Ansatz
Zusa¨tzlich zu dem im vorherigen Abschnitt beschriebenen FE-Lo¨ser wurde ein modales
Galerkin-Verfahren zur Lo¨sung der Ka´rma´n-Gleichung (3.12) implementiert, welches im
folgenden kurz beschrieben wird.
Zuna¨chst schreiben wir die Ka´rma´n-Gleichung in dimensionsloser Form, wobei wir
wieder c, ρ∞ und p∞ als Referenzgro¨ßen verwenden. Die Ka´rma´n-Gleichung la¨ßt sich
dann schreiben als
W ′′′′ − RW ′′ − 6(1− ν2)
{∫ 1
0
(W ′)2dξ
}
W ′′ + ΓW¨ + Λ∆P = 0, (3.66)
wobei,
ξ = x/c, ′ = ∂/∂ξ, W = w/h,
τ = t
√
p∞/ρ∞a2, ˙ = ∂/∂τ, ∆P = ∆p/p∞, (3.67)
R = N0c
2/D Γ = ρshc
2p∞/Dρ∞, Λ = p∞c4/Dh.
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Zur Lo¨sung von (3.66) entwickeln wir W nach den Eigenformen der linearen Kirchhoff-
Platte
W (ξ, τ) =
∑
n
Qn(τ) sin(npiξ), (3.68)
womit wir uns auf momentenfrei gelagerte Ra¨nder festgelegt haben. Einsetzen dieses
Ansatzes in (3.66) und Anwenden des Operators
∫ 1
0
dξ sin(rpiξ) auf die resultierende Glei-
chung liefert, unter Ausnutzung der Identita¨t∫ 1
0
sin(rpiξ) sin(npiξ)dξ =
1
2
δrn, (3.69)
das folgende System gekoppelter nichtlinearer gewo¨hnlicher Differentialgleichungen
(DGln) fu¨r die modalen Amplituden Qr
Q¨r = − 1
Γ
[
(rpi)4 + R(rpi)2 + 3(1− ν2)(rpi)2
∑
k
(kpiQk)
2
]
Qr − 2Λ
Γ
Pr, (3.70)
wobei
Pr =
∫ 1
0
∆P (ξ) sin(rpiξ)dξ. (3.71)
Das Integral in (3.71) wird numerisch ausgewertet. Dabei nehmen wir an, daß die Druck-
last auf der Platte stu¨ckweise linear zwischen den von dem Stro¨mungslo¨ser berechneten,
diskreten Druckwerten verla¨uft. Zur Auswertung von (3.71) wird die Quadraturformel
von Simpson verwendet, siehe z.B. [49], S. 105.
Mit dem Separationsansatz (3.68) haben wir die partielle Differentialgleichung (3.66)
in ein System von gewo¨hnlichen Differentialgleichungen fu¨r die Qr u¨berfu¨hrt. Brechen
wir die Summe in (3.68) bei n = N ab, erhalten wir offensichtlich ein System von N
Gleichungen von zweiter Ordnung in der Zeit. Dieses wollen wir in ein System von 2N
Gleichungen erster Ordnung umschreiben. Dazu setzen wir
xj = Qj, x˙j = Q˙j = xN+j, j = 1, . . . , N
xN+j = Q˙j, x˙N+j = Q¨j = αjxj + βjPj, j = 1, . . . , N
wobei
αj = − 1
Γ
[(jpi)4 + R(jpi)2 + 3(1− ν2)(jpi)2 ·
N∑
k=1
(kpixk)
2], (3.72)
βj = −2Λ
Γ
. (3.73)
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In Matrixnotation erhalten wir
d
dt
X = S ·X + F . (3.74)
Dabei sind
X = (x1, . . . , x2N )
T und F = (0, . . . , 0, β1P1, . . . , βNPN)
T (3.75)
2N -dimensionale Vektoren und S ist eine (2N × 2N)-Matrix,
S =
[
S11 S12
S21 S22
]
, (3.76)
mit (N ×N)-Blockmatrizen
S11 = S22 =
0 0. . .
0 0
 , S12 =
1 0. . .
0 1
 , S21 =
α1 0. . .
0 αN
 . (3.77)
Eine einfache Rechnung liefert fu¨r die Eigenwerte von S
Ω±j = ±√αj = ±i
√
|αj|, (3.78)
wobei i fu¨r die imagina¨re Einheit steht und die αj durch (3.72) gegeben sind.
3.3.2 Zeitintegration
Wie beim oben beschriebenen FE-Lo¨ser wird wieder eine implizite zeitliche Diskretisierung
der Bewegungsgleichung
dX
dt
= H(X) (3.79)
gewu¨nscht. Mittels einer Ru¨ckwa¨rtsdifferenz zweiter Ordnung schreiben wir also
3
2∆t
Xn+1 − 2
∆t
Xn +
1
2∆t
Xn−1 = H(Xn+1). (3.80)
Obiges Schema geho¨rt zur Klasse der linearen Mehrschritt-Verfahren, ist von zeitlich
zweiter Ordnung und A-stabil, s. etwa [34]. Um die implizite Gleichung (3.80) zu lo¨sen,
wenden wir Jamesons [42] dual time stepping-Methode an, die bereits in Abschnitt 2.3
beschrieben wurde. Dies fu¨hrt auf die modifizierte Gleichung
dX
dτ
= H˜(X) = −
[
3
2∆t
X − 2
∆t
Xn +
1
2∆t
Xn−1
]
+H(X), (3.81)
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wobei wieder Xn und Xn−1 konstante Quellterme sind und τ die nichtphysikalische Pseu-
dozeit. Fu¨r diese Gleichung sucht man eine in der Pseudozeit stationa¨re Lo¨sung X∞, so
daß dX∞/dτ = 0. Dann gilt
X∞ = Xn+1. (3.82)
Um die stationa¨re Lo¨sung von (3.81) zu finden, verwenden wir ein explizites 4-Schritt
Runge-Kutta-Verfahren (RK4), z.B. [34], S. 446, und integrieren so lange in der Pseudozeit
(Za¨hler ν) bis
dXν
dτ
= H˜
ν
< ε, (3.83)
wobei ε > 0 eine vorgegebene kleine Zahl ist. Bei der expliziten Integration von (3.81)
haben wir uns noch Gedanken u¨ber die dabei erlaubte Zeitschrittweite zu machen. Dazu
schreiben wir
dX
dτ
= −
[
3
2∆t
X − 2
∆t
Xn +
1
2∆t
Xn−1
]
+H(X) (3.84)
= − 3
2∆t
X + S ·X + F + 2
∆t
Xn − 1
2∆t
Xn−1,
= S˜ ·X + F˜ ,
wobei
S˜ = − 3
2∆t
E + S, F˜ = F +
2
∆t
Xn − 1
2∆t
Xn−1,
und E die Einheitsmatrix bezeichnet. Zur Bestimmung der bei der RK4-Methode erlaub-
ten Zeitschrittweite ∆τ sind daher die Eigenwerte der Matrix S˜ erforderlich. Mit den
Eigenwerten Ω±j = ±i
√|αj| der urspru¨nglichen Matrix S ergeben sich die Eigenwerte von
S˜ zu
Ω˜±j = −
3
2∆t
+ Ω±j . (3.85)
Die Ω˜j haben also im Gegensatz zu den Ωj einen nichtverschwindenden Realteil
<(Ω˜j) = − 32∆t . Wa¨hlt man nun fu¨r die RK4-Methode (Stabilita¨tsgebiet s. Abb. 2.3)
∆τ so, daß fu¨r den gro¨ßten Eigenwert Ω˜max
|Ω˜max(∆t)|∆τ ≤ 2.6 (3.86)
gilt, dann liegt Ω˜j∆τ fu¨r alle j innerhalb des Stabilita¨tsgebiets. Wir wa¨hlen also
∆τ =
2.6
|Ω˜max|
. (3.87)
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3.4 Validierung der Strukturlo¨ser
3.4.1 Nichtlineare freie Plattenschwingung
Als ersten Testfall betrachten wir die freie Schwingung einer nichtlinearen Aluminium-
Platte bei großen Amplituden, wobei folgende Materialdaten fu¨r Aluminium verwendet
wurden: ρs = 2700 kg m−3, Es = 7.1 ·1010 N m−2 und νs = 0.34. Nimmt man an, daß eine
solche Schwingung bei momentenfreier Lagerung von der Form w(x, t) = q(t) sin(npix/c)
ist, fu¨hrt dies im Fall der von Ka´rma´n-Platte auf die wohlbekannte Duffing-Gleichung
q¨ + ω20q + α
2q3 = 0, (3.88)
wobei
ω20 =
(npi
c
)4 D
ρh
, α2 =
(npi
c
)4 E
4ρ
. (3.89)
Fu¨r die Anfangsbedingungen q(0) = A = wmax und q˙(0) = 0 la¨ßt sich eine analytische
Lo¨sung von (3.88) angeben [15]
q(t) = A cn(pt, k), (3.90)
wobei
p = (ω20 + α
2A2)1/2, k =
(
α2A2
2(ω20 + α
2A2)
)1/2
. (3.91)
Dabei bezeichnet cn die elliptische Cosinusfunktion, deren Periode T durch das
vollsta¨ndige elliptische Integral der ersten Gattung, K(k), gegeben ist
T =
4K(k)
p
=
4
p
∫ pi/2
0
dφ√
1− k2 sin2 φ
.
Das Verha¨ltnis der nichtlinearen Schwingungsperiode T zur linearen Periode T0 ist damit
T
T0
=
2ω0K
pi
√
ω20 + α
2A2)
. (3.92)
Im Fall der RM-Platte fu¨hrt der Ansatz w(x, t) = q(t) sin(npix/c) auf eine Gleichung
der Form
....
q + (α1 + α2q
2)q¨ + α3q + α4q
3 = 0 (3.93)
Eine approximativ-analytische Lo¨sung dieser Gleichung fu¨r die Anfangsbedingungen
q(0) = wmax und q˙(0) = q¨(0) =
...
q (0) = 0 wurde von Foda [24] angegeben. Die etwas
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Abbildung 3.2: Nichtlineare freie Schwingung einer Aluminium-Platte bei momentenfreier
Lagerung, h/c = 0.2. Schwingungsperiode u¨ber Schwingungsamplitude.
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Abbildung 3.3: Nichtlineare freie Schwingung einer Aluminium-Platte bei momentenfreier
Lagerung, h/c = 0.01. Schwingungsperiode u¨ber Schwingungsamplitude.
la¨ngliche Formel fu¨r die dimensionslose nichtlineare Schwingungsperiode aus [24] findet
sich im Anhang dieser Arbeit.
In den Abbn. 3.2 und 3.3 ist das Verha¨ltnis T/T0 u¨ber der Schwingungsamplitude
wmax/h fu¨r die freie Schwingung einer Aluminium-Platte in der ersten Eigenform bei
momentenfreier Lagerung, w(x) = sin(pix/c), aufgetragen. Die Linien repra¨sentieren die
theoretischen Ergebnisse, die Symbole die Ergebnisse des FE-Lo¨sers. Fu¨r die Rechnungen
wurden 12 Elemente gleicher La¨nge und ca. 100 Zeitschritte pro Schwingungsperiode
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verwendet. Fu¨r die Zeitintegration wurde die Parameterwahl αB = 0, γ = 1/2, β = 1/4
getroffen, vgl. (3.35). Damit ist das Bossak-Schema mit der Trapez-Methode identisch.
Rechnungen mit dem Modal-Lo¨ser (10 Eigenformen) lieferten fu¨r die von Ka´rma´n-Platte
Ergebnisse in sehr guter U¨bereinstimmung mit den FE-Rechnungen. Das vollsta¨ndige
elliptische Integral K(k) in (3.92) wurde numerisch mittels der Routine cel aus [49], S.
187, ausgewertet.
Im Fall der dicken Platte, h/c = 0.2, Abb. 3.2, liegt die lineare Schwingungsamplitude
der RM-Platte deutlich u¨ber der der von Ka´rma´n-Platte. Bei zunehmender Schwingungs-
amplitude wird dieser Unterschied geringer. Fu¨r kleine Amplituden stellen wir sehr gute
U¨bereinstimmung unserer numerischen Ergebnisse mit der theoretischen RM-Kurve fest.
Fu¨r gro¨ßere Amplituden hat man ein Anschmiegen der RM-Kurve
”
von oben“ an die von
Ka´rma´n-Kurve zu erwarten. Ein solches Verhalten ist aus den numerischen Ergebnissen
klar erkennbar. Die leichte Abweichung der numerischen Ergebnisse von der theoreti-
schen Kurve bei ho¨heren Amplituden ist daher mit der limitierten Genauigkeit der analy-
tischen Approximation aus [24] zu erkla¨ren. Fu¨r die Ka´rma´n-Platte finden wir sehr gute
U¨bereinstimmung zwischen numerischen Ergebnissen und der analytischen Lo¨sung.
Fu¨r die du¨nne Platte, h/c = 0.01, Abb. 3.3, liegen die Kurven der RM-Platte und der
Ka´rma´n-Platte praktisch u¨bereinander. Die numerischen Ergebnisse stimmen sehr gut
mit den theoretischen Kurven u¨berein.
3.4.2 Konstante Druckbelastung
Zur weiteren Validierung der Struktur-Verfahren wurde folgender Testfall betrachtet. Eine
Aluminium-Platte, h/c = 0.002, an beiden Enden drehbar gelagert, befinde sich anfangs in
Ruhe und im nicht ausgelenkten Zustand und werde, beginnend bei t/τ = 0 bis zum Ende
der Simulation bei t/τ = 100, mit einem konstanten Druck p/p∞ = 10−2 auf der gesamten
Plattenoberfla¨che belastet, wobei p∞ = 101325 Pa (Normatmospha¨re auf Meeresho¨he).
Es wird das Ka´rma´n-Plattenmodell verwendet.
Als Referenzlo¨sung verwenden wir ein Ergebnis des modalen Galerkin-Verfahrens, wo-
bei fu¨r die Zeitintegration das explizite 4-Schritt Runge-Kutta-Verfahren mit adaptiver
Schrittweitensteuerung nach Press et al. [49], S. 554 ff, verwendet wurde. Dieses Verfah-
ren ist von zeitlich vierter bzw. fu¨nfter Ordnung und steuert die Zeitschrittweite so, daß
der Fehler bei jedem Zeitschritt kleiner als ein vorgegebenes  ist. Die Wahl  = 10−6
liefert hier Zeitschritte in der Gro¨ßenordung ∆t/τ = 0.001− 0.003.
Diese Referenzlo¨sung vergleichen wir mit dem FE-Verfahren, das die implizite Bossak-
Methode zur Zeitintegration verwendet (αB = 0, γ = 1/2, β = 1/4), und mit dem
Modal-Verfahren bei Verwendung des impliziten dual time stepping (Ru¨ckwa¨rtsdifferenz)
zweiter Ordnung. Bei den Rechnungen mit dem FE-Verfahren wurde die 1D Platte mit
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Abbildung 3.4: Auslenkung des Plattenmittelpunktes u¨ber der Zeit. Vergleich zwischen der
Referenzlo¨sung, dem Modal-Verfahren mit Jameson-Zeitintegration (∆t = 0.025) und dem FE-
Verfahren mit Bossak-Zeitintegration (∆t = 0.025).
20 gleich langen Elementen diskretisiert, bei den Rechnungen mit dem Modal-Verfahren
wurden 20 Eigenformen beru¨cksichtigt.
Die durchgezogene Linie in Abb. 3.4 zeigt die Auslenkung des Plattenmittelpunktes
fu¨r die Referenzlo¨sung, die Quadrate zeigen die Lo¨sung des Modal-Verfahrens (dual time
stepping), die Kreise zeigen das FE-Verfahren mit der Bossak-Methode, die beiden letzten
jeweils bei einem Zeitschritt ∆t/τ = 0.025. Beide Methoden liefern Lo¨sungen in guter
U¨bereinstimmung mit der Referenzfo¨sung.
3.4.3 Wandernder Druckpuls
Zur U¨berpru¨fung des Lasttransfer-Algorithmus wurden Testrechnungen mit einer zeitlich
vera¨nderlichen Druckbelastung auf der Plattenoberfa¨chle durchgefu¨hrt. Es werden wieder
Lo¨sungen des Modal- und des FE-Lo¨sers verglichen. Es wird eine gelenkig gelagerte
Ka´rma´n-Platte aus Aluminium betrachtet, h/c = 0.004, die anfangs in Ruhe ist.
Bei der gewa¨hlten Belastung handelt es sich um einen periodisch von links nach rechts
wandernden Rechteckpuls, s. Abb. 3.5. Es wurde fogende Parameterwahl getroffen. Die
Ho¨he des Pulses ist gegeben durch p0/p∞ = −0.05 und p1/p∞ = 0.2, die Breite des Pulses
ist bP/c = 0.4, und die Pulsgeschwindigkeit ist vP = 0.05 c/τ , wobei wieder p∞ = 101325
Pa. Die Gro¨ßenordnung der Parameter liegt in dem Bereich, der fu¨r das Plattenflat-
tern typisch ist. Diese Druckverteilung wird zu den von den unterschiedlichen Verfahren
beno¨tigten Zeitpunkten analytisch ausgewertet und auf Gitterpunkte entlang der Plat-
tenoberfla¨che projiziert. Diese Druckgitterpunkte sollen den Stro¨mungsgitterpunkten in
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Abbildung 3.5: Skizze der Druckverteilung fu¨r zwei Zeiten t1 (durchgezogene Linie) und t2
(gestrichelte Linie).
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Abbildung 3.6: Auslenkung des Plattenmittelpunktes u¨ber der Zeit bei einer Belastung der
Platte mit einem wandernden Rechteckpuls. Vergleich zwischen der von Ka´rma´n-Referenzlo¨sung
und der von Ka´rma´n-FE-Lo¨sung bzw. der RM-FE-Lo¨sung.
einer aeroelastischen Simulation entsprechen. Das hier verwendete Druckgitter besteht
aus 81 Punkten auf dem Intervall [0, 1], wobei die Gitterpunkte bei 0 und 1 verdichtet
liegen. Ist fu¨r einen Zeitpunkt die Druckverteilung auf dem Druckgitter bestimmt, wird
diese im Falle des FE-Verfahrens mit dem oben beschrieben Algorithmus nach Cebral
& Lo¨hner [14] auf das FE-Gitter konvertiert und ein entsprechender Lastvektor berech-
net. Im Falle des Modal-Lo¨sers werden die zu berechnenden Fourier-Komponenten der
Druckverteilung direkt aus den Werten auf dem Druckgitter bestimmt.
Die durchgezogene Linie in Abb. 3.6 zeigt die Auslenkung des Plattenmittelpunk-
tes der Referenzlo¨sung fu¨r dieses Problem, die mit dem Modal-Lo¨ser in Verbindung mit
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der adaptiven RK-Methode gewonnen wurde. Dabei wurden wieder 20 Eigenformen
beru¨cksichtigt. Die quadratischen Symbole in Abb. 3.5 zeigen die Ergebnisse der FE-
Methode (αB = 0, γ = 1/2, β = 1/4) bei einem Zeitschritt von ∆t/τ = 0.001 und einer
ra¨umlichen Diskretisierung mit 36 gleich langen Elementen. Es la¨ßt sich eine sehr gute
U¨bereinstimmung zwischen beiden Lo¨sungen feststellen. Die Rautensymbole in Abb. 3.6
zeigen die FE-Lo¨sung der nichtlinearen RM-Gleichung fu¨r dieses Problem bei entspre-
chender ra¨umlicher und zeitlicher Diskretisierung. Es la¨ßt sich praktisch kein Unterschied
zwischen der von Ka´rma´n-Lo¨sung und der RM-Lo¨sung fu¨r dieses Problem feststellen.
Dies liegt zum einen an dem geringen Dickenverha¨ltnis h/c = 0.004 der Platte, vor allem
aber an der
”
Harmlosigkeit“ der hier gewa¨hlten Form der Belastung hinsichtlich Sta¨rke,
Breite und insbesondere Geschwindigkeit. Diese
”
harmlose“ Belastungsform ist jedoch
durchaus nicht untypisch fu¨r die wa¨hrend des Plattenflatterns auftretenden Belastungen,
vgl. Kapitel 5.
Kapitel 4
Stro¨mungs-Struktur-Kopplung
4.1 U¨bergangsbedingungen an der Mediengrenze
Die Grenzfla¨che zwischen Stro¨mung und Struktur stellt aus mathematischer Sicht eine
Kontaktunstetigkeitsfla¨che dar, durch die kein Materialtransport mo¨glich ist und u¨ber die
gewisse Gro¨ßen, etwa die Dichte, springen. Zusa¨tzlich wechseln bei einer Fluid-Struktur-
Grenze die Medien und die dazugeho¨rigen dynamischen Gleichungen selbst. Die beiden
Medien sind durch auf der Grenzfla¨che geltenden U¨bergangsbedungungen miteinander
gekoppelt.
Es bezeichne im folgenden vΓ die Geschwindigkeit der Grenzfa¨che zwischen Fluid und
Struktur, die gleich der Geschwindigkeit vs der Struktur, also hier der schwingenden
Platte, selbst ist, s. Abb. 4.1. Mit nΓ sei der Normaleneinheitsvektor auf der Grenzfla¨che
bezeichnet. Wir betrachten zuna¨chst den Fall einer reibunsbehafteten Stro¨mung. Die
Forderung nach dem Zusammenhang des Gesamtkontinuums liefert dann
vf = vs = vΓ, (4.1)
wobei vf die Fluidgeschwindigkeit auf der Grenzfla¨che bezeichnet. Fu¨r eine reibungsfreie
Stro¨mung gilt die Kontaktbedingung
vf · nΓ = vs ·nΓ. (4.2)
Die von der Stro¨mung auf die Oberfla¨che der Struktur ausgeu¨bte Kraft pro
Fla¨chenelement ist σf · nΓ, wobei σf den Spannungstensor im Fluid bezeichnet. Die
hier zur Modellierung der Struktur verwendeten Plattengleichungen (3.8) und (3.12)
beru¨cksichtigen lediglich in y-Richtung wirkende Fla¨chenlasten. Fu¨r die auf die Plat-
tenoberfla¨che wirkende Stro¨mungslast po erhalten wir also
po = (σf · nΓ) · ez (4.3)
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Abbildung 4.1: Stro¨mungs-Struktur-Grenze.
Fu¨r den hier betrachteten 2D Fall in der xy-Ebene gilt also
po = σfyxnΓx + σfyynΓy = τyxnΓx + (−p+ τyy)nΓy, (4.4)
wobei
τyx = µ(
∂vx
∂z
+
∂vy
∂x
), τyy = µ(
4
3
∂vy
∂z
+
2
3
∂vx
∂x
), (4.5)
die Komponenten des viskosen Spannungstensors bezeichnen, vgl. (2.8). Fu¨r den Fall
einer reibungsfreien Stro¨mung verschwinden die Komponenten des viskosen Spannungs-
tensors und (4.4) vereinfacht sich zu
po = −pnΓz. (4.6)
Bei den in Kapitel 5 vorgestellten Navier-Stokes-Rechnungen wurden die Beitra¨ge der
Komponenten des viskosen Spannungstensors zur Last auf der Platte vernachla¨ssigt, d.h.
es wurde (4.6) verwendet.
4.2 Kopplungsalgorithmen
In dieser Arbeit wird eine Kopplung zwischen Stro¨mungs- und Strukturlo¨ser durch den
Austausch von Randinformationen bewerkstelligt. Dieser Ansatz wird auch ha¨ufig in der
Literatur verwendet, z.B. [21], [22], [29], [32], [39], [47], [48], da er den Einsatz bereits exi-
stierender Stro¨mungs- bzw. Strukturlo¨ser erlaubt. Drei verschiedene Kopplungsschemata
wurden im Rahmen dieser Arbeit implementiert und sollen hier kurz beschrieben werden.
Beim ersten dieser Schemata, das hier mit Schema A bezeichnet sei, handelt es sich um
eine schwache Kopplung (loose coupling), die einen Versatz von einem Integrationszeit-
schritt ∆t zwischen Stro¨mungs- und Strukturlo¨sung zula¨ßt. Das Schema ist in Abb. 4.2
veranschaulicht. Es seien mit Un und W n die Stro¨mungs- bzw. die Strukturlo¨sung auf
dem Zeitniveau n gegeben. Der Stro¨mungsdruck pn wird nun dazu verwendet, die Struk-
turlo¨sung zur Zeit n + 1 zu berechnen. Genau genommen wu¨rde man an dieser Stelle –
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Abbildung 4.2: Kopplungsschema A (schwache Kopplung).
wegen der impliziten Zeitintegration – jedoch den Druck zur Zeit n+ 1, pn+1, beno¨tigen.
Die so berechneten Verschiebungen wn+1 der Struktur werden im folgenden Schritt dazu
verwendet, den Stro¨mungsrand und das Stro¨mungsgitter an die Bewegung der Struktur
anzupassen. Schließlich kann auch die Stro¨mungslo¨sung auf das Zeitniveau n+1 gebracht
werden. Diese Schema hat den Vorteil, daß es sich relativ einfach implementieren la¨ßt
und eine recht effiziente zeitliche Integration aeroelastischer Probleme verspricht, da keine
iterative Vorgehensweise beno¨tigt wird. Sein Nachteil liegt andererseits darin, daß durch
den Zeitversatz zwischen Stro¨mung und Struktur Phasenfehler auftreten ko¨nnen, die die
Genauigkeit des Verfahrens mo¨glicherweise beeintra¨chtigen.
Bei dem zweiten Schema, Schema B (Abb. 4.3), extrapolieren wir zuna¨chst die
Stro¨mungslo¨sung Un auf das neue Zeitniveau n + 1 gema¨ß
Un+1ex = U
n + ∆Un, (4.7)
wobei ∆Un = Un − Un−1 eine Ru¨ckwa¨rtsdifferenz erster Ordnung ist. Dieses U exn+1 wird
nun dazu verwendet, eine Abscha¨tzung fu¨r den Druck auf der Struktur zum Zeitniveau
n + 1, pn+1ex , zu erhalten. Damit kann die Strukturlo¨sung W
n+1 berechnet werden. In
den folgenden Schritten werden wieder mit den Verschiebungen wn+1 Stro¨mungsrand und
-gitter angepaßt, und die Stro¨mungslo¨sung kann auf das neue Zeitniveau gebracht wer-
den. Dieses Schema ist vom Rechenaufwand a¨hnlich effizient wie das schwache Schema A
(keine Iteration), hat aber gegenu¨ber diesem den Vorteil, daß der dort vorhandene Zeitver-
satz zwischen Stro¨mung und Struktur durch die Extrapolation wenigstens na¨herungsweise
vermieden wird. Wie gut freilich diese einfache lineare Extrapolation die (nichtlineare)
Wirklichkeit trifft, muß die Anwendung zeigen.
Im dritten Kopplungsschema, Schema C (Abb. 4.4), wird eine starke Kopplung zwi-
schen Stro¨mungs- und Strukturlo¨ser dadurch erreicht, daß die Schritte des schwachen
Schemas A solange wiederholt werden, bis ein vorgegebenes Konvergenzkriterium erfu¨llt
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Abbildung 4.3: Kopplungsschema B.
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Abbildung 4.4: Kopplungsschema C (starke Kopplung).
ist. Wir verlangen an dieser Stelle, daß√(
XΓr −XΓr−1
)T · (XΓr −XΓr−1) ≤  (4.8)
wobei XΓ die (dimensionslosen) Verschiebungen der Stro¨mungsgitterpunkte auf der
Grenzfla¨che zwischen Stro¨mung und Struktur entha¨lt und der Index r die Iterationen
des Schemas za¨hlt. Fu¨r die in Kapitel 5 besprochenen Rechnungen wurde  = 10−4
gesetzt, was typischerweise zwei bis vier Iterationen pro Zeitschritt liefert. Der Vorteil
dieses Schemas liegt darin, daß der Zeitversatz zwischen den beiden Medien verschwin-
det und – bei ausreichend vielen Iterationen – sowohl Stro¨mung als auch Struktur mit
konsistenten Randinformationen integriert werden ko¨nnen. Hinsichtlich der Genauigkeit
sollte also Schema C von den drei hier betrachteten Schemata die besten Resultate lie-
fern. Ein Nachteil des Verfahrens stellt sein gegenu¨ber den Schemata A und B ho¨herer
Rechenaufwand dar, da eine Iteration den Rechenaufwand eines kompletten Zeitschritts
der Schemata A und B erfordert.
Kapitel 5
Ergebnisse
Im Rahmen dieser Arbeit wurden numerische Simulationen zweidimensionaler, reibungs-
freier und reibungsbehafteter Stro¨mungen u¨ber einer elastischen Aluminium-Platte durch-
gefu¨hrt. Die Plattenvorder- und -hinterkanten wurden dabei entweder als momentenfrei
gelagert oder als fest eingespannt angenommen. Die verwendeten Materialdaten fu¨r Alu-
minium sind ρs = 2700 kg m−3, Es = 7.1 · 1010 N m−2 und νs = 0.34. Die Geometrie des
betrachteten Problems ist in Abb. 1.1 dargestellt. In den folgenden Abschnitten werden
zuna¨chst Ergebnisse fu¨r reibungsfreie Stro¨mungen diskutiert. In Abschnitt 5.7 werden
schließlich unsere Ergebnisse fu¨r reibungsbehaftete Stro¨mungen pra¨sentiert. Ein Teil der
hier pra¨sentierten Ergebnisse wurden bereits in [4], [5], [37] und [38] vorgestellt.
Zur Zeitintegration der Stro¨mungsgleichungen wurde das in Kapitel 2.3 beschriebe-
ne dual time stepping-Verfahren in Verbindung mit einer 3- oder 4-stufigen Mehrgitter-
Beschleunigung verwendet. Wie in [16] und [8] wurden die Variablen des Stro¨mungsgitters
durch die vorgegebenen Fernfeldwerte initialisiert. Die Platte wird als nicht ausgelenkt
angenommen. Sie erha¨lt jedoch eine Anfangsgeschwindigkeit, die der ersten Eigenschwin-
gungsform einer linearen Platte im Vakuum entspricht. Der Betrag der Anfangsgeschwin-
digkeit wird dabei so gewa¨hlt, daß sich im Vakuum eine Amplitude von ca. 20% der
Plattendicke erga¨be.
Fu¨r die folgenden Euler-Rechnungen wurden drei unterschiedlich feine Stro¨mungsgitter
verwendet. Diese haben 48 (Euler-Gitter 1) bzw. 96 (Euler-Gitter 2) bzw. 200 (Euler-
Gitter 3) gleichfo¨rmige Gitterzellen auf der Plattenoberfla¨che und jeweils 48 in x-Richtung
gestreckte Zellen vor bzw. hinter der Platte entlang der festen Wa¨nde. Die Grenzen des
Rechengebiets liegen bei allen Gittern jeweils 20 Plattenla¨ngen von der Platte entfernt, s.
Abb. 5.1. Der Abstand der ersten Gitterlinie parallel zur Plattenoberfla¨che betra¨gt bei
allen Gittern ∆y/c = 10−3. In der Richtung senkrecht zur Platte ist das Rechengebiet
jeweils mit 73 Punkten diskretisiert, und der Abstand der Gitterpunkte nimmt mit einem
Streckfaktor fs = 1.115 zu. Vorder- und Hinterkante der Platte liegen bei x/c = 0.0 bzw.
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Abbildung 5.1: Stro¨mungsgitter fu¨r die Euler-Rechnungen (Euler-Gitter 1) mit den Fern-
feldra¨ndern. Der U¨bersichtlichkeit halber ist nur jede zweite Gitterlinie dargestellt.
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Abbildung 5.2: Stro¨mungsgitter fu¨r die Euler-Rechnungen (Euler-Gitter 1) nahe der Platte.
Die Plattenendpunkte liegen bei x/c = 0.0 und x/c = 1.0. Nur jede zweite Gitterlinie ist
dargestellt.
x/c = 1.0, s. Abb. 5.2.
5.1 Konvergenzstudie
Um die hier vorgestellte aeroelastische Methode zu evaluieren sowie zur U¨berpru¨fung der
ra¨umlichen und zeitlichen Auflo¨sung, werden zuna¨chst drei Flatterfa¨lle untersucht, die
bereits von Bendiksen & Davis [8] betrachtet wurden. Die hier besprochenen Ergebnisse
wurden mit Kopplungsschema B berechnet. Eine Diskussion der Kopplungsschemata folgt
in Abschnitt 5.2.
Im ersten dieser Fa¨lle wird eine momentenfrei gelagerte Aluminium-Platte mit Dicken-
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Abbildung 5.3: Transsonisches Grenzzyklusflattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-
Platte in einer atmospha¨rischen Ho¨he von H = 20000 ft, M = 1.1, h/c = 0.004. Zeitlicher
Verlauf der Auslenkung dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – von
Ka´rma´n-Platte.
verha¨ltnis h/c = 0.004 in einer atmospha¨rischen Ho¨he H = 20000 ft mit einer Machzahl
M = 1.1 angestro¨mt. Bendiksen & Davis haben fu¨r diesen Fall Grenzzyklusflattern (limit
cycle flutter) gefunden, s. Fig. 7 in [8], mit minimalen und maximalen Auslenkungen
des Plattenmittelpunktes (w/h)min = −2.91, (w/h)max = 2.54 und einer Flatterperiode
Tf = 9.94 t∗ = 7.644 τ , wobei τ =
√
γMt∗ die in dieser Arbeit verwendete FLOWersche
Zeiteinheit ist. Sie entspricht dem
√
γ-fachen Wert der Zeit, die eine akustische Sto¨rung
beno¨tigt, um die Strecke c relativ zum ungesto¨rt stro¨menden Gas zuru¨ckzulegen.
Es wurden Flatterlo¨sungen auf den Euler-Gittern 1 und 2 berechnet, wobei auf der
Strukturseite der modale Galerkin-Lo¨ser mit 20 Eigenformen verwendet wurde. Wie in
[8] wurden also die Euler-Gleichungen bzw. die von Ka´rma´n-Gleichung zur Modellierung
der Stro¨mungs- bzw. der Strukturdynamik herangezogen. Die Zeitschrittweite betrug
∆t/τ = 0.1. Das entspricht fu¨r das Gasgebiet (kleinste Gitterabmessung ∆y/c = 10−3)
bzw. fu¨r die Platte (20 Eigenformen bzw. 40 Elemente, also ∆x/c = 2.5 ·10−2, s.u.) einer
CFL-Zahl in der Gro¨ßenordnung 102. Die auf den beiden Gittern berechneten Lo¨sungen
stimmen sehr gut miteinander u¨berein und liefern identische Werte fu¨r die Extremalwer-
te der Auslenkung des Plattenmittelpunktes, (w/h)min = −2.78, (w/h)max = 2.46. Der
Unterschied in der Flatterfrequenz betra¨gt lediglich 0.17%. Die mit Gitter 2 berechne-
te Flatterperiode Tf = 7.645 τ , s. Abb. 5.3, stimmt zudem sehr gut mit dem Wert von
Bendiksen & Davis [8] u¨berein. Die U¨bereinstimmung der minimalen und maximalen Aus-
lenkung des Plattenmittelpunktes liegt innerhalb von 4.7% bzw. 3.25%. Abbildung 5.3
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Abbildung 5.4: Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, H = 20000 ft,
M = 1.1, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der Plattenober-
fla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den dargestellten
Zeitpunkten betra¨gt 0.7 τ . Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
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Abbildung 5.4: (Fortsetzung) Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, H =
20000 ft, M = 1.1, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der
Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den
dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 0.7 τ . Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
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Abbildung 5.5: Grenzzyklusflattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte in einer
atmospha¨rischen Ho¨he von H = 20000 ft, M = 1.2, h/c = 0.004. Zeitlicher Verlauf der Auslen-
kung dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
zeigt den zeitlichen Verlauf der Auslenkung dreier Punkte auf der Plattenoberfla¨che bei
1/4c, 1/2c und 3/4c. Die vorgegebene Anfangsbewegung der Platte wird zuna¨chst durch
die Stro¨mung sehr stark angefacht. Bereits nach ungefa¨hr vier Perioden wird ein weiteres
Anwachsen der Schwingungsamplituden durch die Wirkung des nichtlinearen Dehnungs-
terms in der Plattendynamik verhindert, und es stellt sich eine Grenzzyklusschwingung
ein, d.h. eine nichtlineare periodische Schwingungsform mit großen Amplituden. In Abb.
5.4 sind die Plattenverschiebungen und die Druckverteilung auf der Platte wa¨hrend einer
Flatterperiode dargestellt. Zur Plattenbewegung tragen im wesentlichen die ersten bei-
den Eigenformen bei. Wa¨hrend der Aufwa¨rtsbewegung der Platte bildet sich ungefa¨hr bei
x/c = 0.5 ein Stoß auf der Platte, der im weiteren Verlauf der Flatterbewegung bis zur
Plattenhinterkante wandert. Da bereits Euler-Gitter 1 ausreichend Auflo¨sung fu¨r diesen
Flatterfall liefert, wurden die weiteren Rechnungen zu diesem Fall auf Gitter 1 durch-
gefu¨hrt. In einem na¨chsten Schritt wurde der Modal-Lo¨ser fu¨r die Platten durch den
FE-Lo¨ser ersetzt, wobei 40 gleich lange Elemente verwendet wurden und der Parameter
φ = 0 gesetzt wurde, was von Ka´rma´nsche Plattendynamik bedeutet. Die mit den beiden
Strukturlo¨sern berechneten Flatterlo¨sungen befinden sich in sehr guter U¨bereinstimmung,
mit identischen Amplituden und einem Unterschied in der Flatterfrequenz von weniger
als 0.1%.
Bei dem zweiten Flatterfall wird die momentenfrei gelagerte Al-Platte, h/c = 0.004,
bei H = 20000 ft und M = 1.2 betrachtet. Bendiksen & Davis finden fu¨r diesen Fall
Tf = 9.42 t∗ = 6.63 τ und (w/h)min = −2.85, (w/h)max = 2.71, s. Fig. 8 in [8]. Es
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Abbildung 5.6: Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, H = 20000 ft,
M = 1.2, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der Plattenober-
fla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den dargestellten
Zeitpunkten betra¨gt 0.6 τ . Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
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Abbildung 5.6: (Fortsetzung) Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, H =
20000 ft, M = 1.2, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der
Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den
dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 0.6 τ . Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
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Abbildung 5.7: Transsonisches Grenzzyklusflattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-
Platte auf Meeresho¨he, M = 0.95, h/c = 0.002. Zeitlicher Verlauf der Auslenkung dreier Punkte
auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
wurden wieder Flatterlo¨sungen auf den Euler-Gittern 1 und 2 mit dem Modal-Lo¨ser (20
Eigenformen) berechnet. Die Zeitschrittweite betrug jeweils ∆t/τ = 0.05. Die Berech-
nungen auf den beiden Gittern ergaben praktisch gleiche Ergebnisse. Eine Rechnung auf
Gitter 1 mit einer Zeitschrittweite von ∆t/τ = 0.025 besta¨tigte die mit ∆t/τ = 0.05 be-
rechnete Lo¨sung bis auf 0.3%. Diese Rechnung liefert Tf = 6.56 τ und (w/h)min = −2.78,
(w/h)max = 2.79, s. Abb. 5.5. Die so berechnete Flatterperide und die extremen Aus-
lenkungen des Plattenmittelpunktes stimmen innerhalb von 1.0% bzw. 3.0% mit den
Ergebnissen von Bendiksen & Davis u¨berein. Abbildung 5.6 zeigt wieder Auslenkung
und Druckverteilung auf der Platte wa¨hrend einer Flatterperiode. Schließlich wurde der
Modal-Lo¨ser gegen den FE-Lo¨ser (40 Elemente) ausgetauscht. Die mit beiden Verfahren
berechneten Lo¨sungen zeigen wieder sehr gute U¨bereinstimmung.
Der dritte Flatterfall ergibt sich fu¨r eine momentenfrei gelagerte Al-Platte, h/c =
0.002, in einer Anstro¨mung bei M = 0.95 auf Meeresho¨he. Die Ergebnisse von Bendiksen
& Davis fu¨r diesen Fall sind Tf = 27.97 t
∗ = 24.88 τ und (w/h)min = −5.65, (w/h)max =
6.2, s. Fig. 2 in [8]. Es wurden zuna¨chst Lo¨sungen auf allen drei Stro¨mungsgittern und
mit dem Modal-Lo¨ser (20 Eigenformen) bei einem Zeitschritt ∆t/τ = 0.2 berechnet. Die
Rechnungen auf Gitter 2 und 3 ergaben praktisch identische Lo¨sungen, Tf = 26.48 τ und
(w/h)min = −5.81, (w/h)max = 6.5, s. Abbn. 5.7 und 5.8 . Die auf Gitter 1 berechnete
Flatterperiode war jedoch um 4.0% gro¨ßer als die auf den Gittern 2 und 3 berechnete
Periode. Rechnungen auf Gitter 2 mit ∆t/τ = 0.1 und ∆t/τ = 0.05 reproduzierten die mit
∆t/τ = 0.2 ermittelte Lo¨sung. Abbildung 5.8 zeigt Auslenkung und Druckverteilung auf
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Abbildung 5.8: Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, H =NN M = 0.95,
h/c = 0.002. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der Plattenoberfla¨che (obere
Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den dargestellten Zeitpunkten
betra¨gt 2.5 τ . Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
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Abbildung 5.8: (Fortsetzung) Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte,
H =NN, M = 0.95, h/c = 0.002. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der
Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den
dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 2.5 τ . Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
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Abbildung 5.9: Vergleich der Kopplungschemata A, B und C bei einer Zeitschrittweite ∆t/τ =
0.2. Zeitlicher Verlauf der Auslenkung des Plattenmittelpunktes fu¨r das transsonische Flattern
einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte auf Meeresho¨he, M = 0.95, h/c = 0.002.
Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
der Platte wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Flatterbewegung wird hier durch die ersten
drei Eigenformen dominiert. Ein in Richtung Hinterkante wandernder Stoß ist in Abb. 5.8
deutlich erkennbar. Wieder wurde der Modal-Lo¨ser durch die FE-Methode ersetzt, und
es ließ sich sehr gute U¨bereinstimmung zwischen FE- und Modal-Lo¨sungen feststellen.
Schließlich bleibt zu bemerken, daß die verwendete Methode fu¨r diesen Flatterfall eine
Flatterperiode liefert, die 6.5% u¨ber dem in [8] gefundenen Wert liegt.
5.2 Vergleich der Kopplungsschemata
Es wurden Rechnungen mit den in Kapitel 4 vorgestellten Kopplungsschemata fu¨r die
drei im vorhergehenden Abschnitt behandelten Flatterfa¨lle durchgefu¨hrt. Dabei wurde
∆t/τ = 0.1 (∆t/τ = 0.05, ∆t/τ = 0.2) und Euler-Gitter 1 (Gitter 1, Gitter 2) fu¨r den
Fall bei M = 1.1 (M = 1.2, M = 0.95) verwendet. Es wurde hierbei entweder die
modale Galerkin-Methode mit 20 Moden oder die FE-Methode mit 40 Elementen auf der
Strukturseite verwendet.
Bei allen drei Flatterfa¨llen zeigt sich, daß Kopplungsschema B und das starke Kopp-
lungsschema C sehr gut u¨bereinstimmende Ergebnisse liefern. Das schwache Kopplungs-
schema A liefert dagegen fu¨r die Fa¨lle bei M = 1.1 und M = 0.95 la¨ngere Flatterperioden
als die Schemata B und C, fu¨r den Fall bei M = 1.2 ku¨rzere. Fu¨r den M = 1.2-Fall liegt
die mit Schema A berechnete Flatterperiode 3.3% u¨ber dem mit Schema B/C berechneten
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Abbildung 5.10: Vergleich zeitkonvergierter Flatterlo¨sungen, berechnet mit den Kopplungs-
schemata A, B und C. Zeitlicher Verlauf der Auslenkung des Plattenmittelpunktes fu¨r das
Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte bei einer atmospha¨rische Ho¨he H =
20000 ft, M = 1.2, h/c = 0.004. Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
Wert. Fu¨r den Fall bei M = 0.95 betra¨gt der Unterschied sogar 24.2%, s. Abb. 5.9. Fu¨r
den M = 1.2-Fall hingegen war die mit Schema A berechnete Flatterperiode 10.7% kleiner
als das Ergebnis der Schemata B und C. Die Vermutung liegt nahe, daß die Abweichung
zwischen den Vorhersagen des Schemas A einerseits und der Schemata B und C anderer-
seits durch die Phasenfehler verursacht werden, die im Schema A durch den Zeitversatz
zwischen Stro¨mung und Struktur eingefu¨hrt werden.
Es wurden weitere Rechnungen mit Kopplungsschema A bei kleineren Zeitschrit-
ten durchgefu¨hrt, um zu u¨berpru¨fen, ob die mit schwacher Kopplung berechneten Flat-
terlo¨sungen bei hinreichend kleinen Zeitschritten gegen die Lo¨sungen der Schemata B und
C konvergieren. Bei M = 1.1 war dies bei einer zweimaligen Halbierung der Zeitschritt-
weite auf ∆t/τ = 0.025 der Fall. Fu¨r den M = 0.95-Fall liefert eine sukzessive Halbierung
der Zeitschritte eine zunehmende Anna¨herung der schwach gekoppelten Ergebnisse an die
Ergebnisse der Schemata B und C, s. Tab. 5.1. Bei ∆t/τ = 0.025 betra¨gt der Unter-
schied der Flatterperioden noch 3.1%. Fu¨r den M = 1.2-Fall ergibt sich jedoch ein ganz
anderes Bild. Die mit Schema A bei ∆t/τ = 0.0125 berechnete und zeitkonvergierte Flat-
terlo¨sung stimmt nicht mit der Lo¨sung u¨berein, die mit Schema B/C berechnet wurde,
sondern unterscheidet sich hinsichtlich der Periode von dieser um 11.4%, s. Abb 5.10.
Da Kopplungsschema B fu¨r die hier betrachteten Flatterfa¨lle im wesentlichen gleiche
Ergebnisse wie das starke Schema C bei einem geringeren Rechenaufwand (typischerweise
ein Faktor 2) liefert, wurden die nachfolgend pra¨sentierten Ergebnisse mit Schema B
5.3 Plattenflattern mit RM-Plattendynamik 51
berechnet.
5.3 Plattenflattern mit RM-Plattendynamik
Fu¨r die oben behandelten Flatterfa¨lle wurden Simulationen mit dem RM-Plattenmodell
auf der Strukturseite durchgefu¨hrt. Dabei wurde der FE-Lo¨ser mit 40 Elementen, einem
Zeitschritt von ∆t/τ = 0.1 (∆t/τ = 0.05, ∆t/τ = 0.2) und Euler-Gitter 1 (Gitter 1,
Gitter 2) fu¨r den Fall bei M = 1.1 (M = 1.2, M = 0.95) verwendet. In allen Fa¨llen
stellte sich heraus, daß die RM-Lo¨sung die von Ka´rma´n-Lo¨sung exakt reproduziert. Fu¨r
die betrachteten Flatterfa¨lle liefert also das von Ka´rma´n-Modell eine ausreichend genaue
Vorhersage der Plattendynamik. Dies la¨ßt sich damit erkla¨ren, daß es sich bei den Grenz-
zyklusschwingungen, die wa¨hrend des Flatterns auftreten, um eingeschwungene Zusta¨nde
handelt, an denen wesentlich nur niedere ra¨umliche Eigenformen der Platte beteiligt sind.
Da die Platten in den untersuchten Flatterfa¨llen sehr du¨nn sind, h/c ∼ 10−3, ist der
Einfluß von Scherung und Drehtra¨gheit der Plattenquerschnitte auf die niederen Eigen-
schwingungsformen und -frequenzen der Platte sehr klein. Unterschiede zwischen dem
parabolischen von Ka´rma´n-Modell und dem hyperbolischen RM-Modell sind jedoch ins-
besondere dann zu erwarten, wenn kurzzeitige Ausbreitungspha¨nomene eine Rolle spie-
len, wie z.B. bei konzentrierten, schnell bewegten Lasten oder etwa bei der Einspeisung
von Kontroll- oder Steuersignalen in Form von externen Druck- oder Momentenvertei-
lungen. Die sich u¨ber die Plattenoberfla¨che bewegenden Sto¨ße, die bei den untersuchten
Faltterfa¨llen zum Teil auftreten, sind aber offensichtlich nicht schnell genug, um einen
nennenswerten Unterschied in der Plattendynamik beim U¨bergang vom Ka´rma´n- zum
RM-Plattenmodell zu erzeugen.
Tabelle 5.1: Verha¨ltnis der mit Schema A bei unterschiedlichen Zeitschrittweiten berechneten
Flatterperioden zu den mit Schema B berechneten Perioden.
M = 1.1
∆t/τ 0.1 0.05 0.025
(TA − TB)/TB [%] 3.1 0.9 0.1
M = 0.95
∆t/τ 0.2 0.1 0.05 0.025
(TA − TB)/TB [%] 24.2 13.4 6.8 3.1
M = 1.2
∆t/τ 0.05 0.025 0.0125
(TB − TA)/TB [%] 10.7 11.3 11.4
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Abbildung 5.11: Divergenz einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c = 0.002,
M = 0.9, µ = 0.1, λ = 700. Lo¨sung mit negativer Auslenkung. Zeitverlauf der Auslenkung
dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
5.4 Weitere Flatterergebnisse
Bendiksen & Davis behandeln in [8] einen weiteren Flatterfall, und zwar die Platte mit
h/c = 0.004 in 20000 Fuß Ho¨he bei einer Anstro¨mmachzahl M = 1.0. Bendiksen &
Davis finden fu¨r diese Fall stark nichtlineares Grenzzyklusflattern, s. Fig. 5 in [8]. Unsere
Methode liefert jedoch Divergenz fu¨r diesen Fall. Das gleiche gilt fu¨r Flatterergebnisse
bei M = 1.0, die in [16] gegeben sind. Fu¨r alle untersuchten M = 1.0-Fa¨lle liefert unsere
Methode Divergenz-Lo¨sungen.
In ju¨ngster Zeit haben Gordnier & Visbal [30], [31], [58] 2D sowie 3D reibungsfreie
und reibungsbehaftete Stro¨mungen u¨ber elastische Platten betrachtet. Dazu haben sie
einen impliziten Stro¨mungslo¨ser mit impliziten FD- [30], [58] bzw. FE-Methoden [31] fu¨r
die von Ka´rma´n-Platte mittels eines Subiterations-Ansatzes gekoppelt. Dieser Ansatz ist
vergleichbar mit Kopplungsschema C.
Zur weiteren Validierung unserer Methode wurden einige reibungsfreie Divergenz- und
Flatterfa¨lle aus [30] betrachtet. Gordnier & Visbal untersuchen in [30] eine Al-Platte mit
h/c = 0.002 und Massenverha¨ltnis µ = 0.1. Dabei verwenden sie ∆t/t∗ = 0.02 und ein
Stro¨mungsgitter mit einer Auflo¨sung entsprechend unserem Euler-Gitter 1. Die Ergebnisse
unseres Verfahrens wurden mit Kopplungsschema B, ∆t/τ = 0.1, Euler-Gitter 1 sowie
RM-Plattendynamik (40 Elemente) auf der Strukturseite berechnet.
Die bei Unterschallanstro¨mung vorherrschende aeroelastische Instabilita¨t des betrach-
teten Systems ist Divergenz. Dabei stellt sich ein stationa¨rer Zustand ein, bei dem die
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Abbildung 5.12: Divergenz einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c = 0.002,
M = 0.9, µ = 0.1, λ = 700. Auslenkung und Druckverteilung auf der Platte nach Erreichen des
stationa¨ren Divergenzzustandes. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.13: Divergenz einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c = 0.002,
M = 0.9, µ = 0.1, λ = 700. Lo¨sung mit positiver Auslenkung. Zeitverlauf der Auslenkung
dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
Platte in positiver oder negativer y-Richtung ausgelenkt ist, je nach Anfangsbedingung.
Ein solcher Zustand tritt etwa fu¨r die momentenfrei gelagerte Platte mit h/c = 0.002,
µ = 0.1 bei M = 0.9 und einem dimensionslosen dynamischen Druck λ = 700 auf, s.
Abbn. 5.11 – 5.14. Wie man in den Abbn. 5.11 und 5.13 sieht, ha¨ngt es dabei vom Vor-
zeichen der Anfangssto¨rung der Platte ab, ob sich der positiv oder negativ ausgelenkte
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Abbildung 5.14: Divergenz einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c = 0.002,
M = 0.9, µ = 0.1, λ = 700. Auslenkung und Druckverteilung auf der Platte nach Erreichen des
stationa¨ren Divergenzzustandes. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.15: Divergenz einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c = 0.002,
M = 0.95, µ = 0.1, λ = 750. Lo¨sung mit negativer Auslenkung. Zeitverlauf der Auslenkung
dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
Gleichgewichtszustand einstellt. Die Abbn. 5.12 und 5.14 zeigen Auslenkung und Druck-
verteilung auf der Platte fu¨r den stationa¨ren Divergenzzustand. Fu¨r die Auslenkung des
Plattenmittelpunktes im Divergenzzustand ergeben sich w/h = −3.81 bzw. w/h = 4.12.
Diese Werte finden sich in guter U¨bereinstimung mit den entsprechenden Ergebnissen aus
[30], w/h = −3.8 bzw. w/h = 4.2.
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Abbildung 5.16: Divergenz einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c = 0.002,
M = 0.95, µ = 0.1, λ = 750. Auslenkung und Druckverteilung auf der Platte nach Erreichen
des stationa¨ren Divergenzzustandes. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.17: Divergenz einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c = 0.002,
M = 0.95, µ = 0.1, λ = 750. Lo¨sung mit positiver Auslenkung. Zeitverlauf der Auslenkung
dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
In den Abbn. 5.15 – 5.18 findet man Ergebnisse fu¨r eine momentenfrei gelagerte
Platte mit h/c = 0.002, µ = 0.1 bei M = 0.95 und λ = 750. Auch hier la¨ßt sich
gute U¨bereinstimmung unserer Werte fu¨r die Auslenkung des Plattenmittelpunktes im
Divergenzzustand, w/h = −4.49 bzw. w/h = 3.84, mit den Ergebnissen von Gordnier &
Visbal [30] feststellen, w/h = −4.4 bzw. w/h = 3.8.
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Abbildung 5.18: Divergenz einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c = 0.002,
M = 0.95, µ = 0.1, λ = 750. Auslenkung und Druckverteilung auf der Platte nach Erreichen
des stationa¨ren Divergenzzustandes. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.19: Grenzzyklusflattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c =
0.002, M = 0.95, µ = 0.1, λ = 2500. Zeitverlauf der Auslenkung dreier Punkte auf der Platte:
1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
Wird beim zuletzt diskutierten Divergenzfall der dynamische Druck bei sonst un-
vera¨nderten Problemgro¨ßen auf λ = 2500 erho¨ht, liefert unser Verfahren eine Flat-
terlo¨sung mit einer Periode Tf = 30.5 τ und Flatteramplituden des Plattenmittelpunktes
von (w/h)min = −6.40, (w/h)max = 7.03, s. Abb. 5.19. Dies paßt wiederum sehr gut
zu der Flatterlo¨sung aus [30] fu¨r diesen Fall, Tf = 34.48 t∗ = 30.67 τ , (w/h)min = −6.4,
5.5 Stabilita¨tsgebiet einer momentenfrei gelagerten Platte 57
t / τ
w
/h
120 130 140 150
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4 1/2 c
1/4 c
3/4 c
Abbildung 5.20: Grenzzyklusflattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, h/c =
0.002, M = 1.2, µ = 0.1, λ = 100. Zeitverlauf der Auslenkung dreier Punkte auf der Platte:
1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
(w/h)max = 7.0.
Fu¨r die momentenfrei gelagerte Platte bei M = 1.2 und dynamischen Druck λ = 100
finden Gordnier & Visbal [30] Flattern mit einer Periode Tf = 7.69 t∗ = 5.42 τ und einer
Amplitude bei x/c = 0.75 von (w/h)3/4 = ±1.6. Fu¨r eine fest eingespannte Platte mit
ansonsten gleichen Problemparametern finden Gordnier & Visbal Tf = 7.27 t
∗ = 5.12 τ
und (w/h)3/4 = ±0.9. Im Falle der momentenfrei gelagerten Platte liefert unser Verfahren
Tf = 5.43 τ und (w/h)3/4 = ±1.61, s. Abb. 5.20. Fu¨r die fest eingespannte Platte finden
wir Tf = 5.13 τ und (w/h)3/4 = ±0.87. Abschließend la¨ßt sich fu¨r alle hier betrachteten
Fa¨lle sehr gute U¨bereinstimmung zu Gordnier & Visbal [30] feststellen.
5.5 Stabilita¨tsgebiet einer momentenfrei gelagerten
Platte
Abb. 5.21 zeigt die Stabilita¨tsgrenze, d.h., die Grenzlinie in einem Parameterraum zwi-
schen stabilem und nichtstabilem (Divergenz, Flattern) Plattenverhalten, einer momen-
tenfrei gelagerten Al-Platte auf Meeresho¨he mit Dickenverha¨ltnis h/c = 0.00454 und
Massenverha¨ltnis µ = 0.1 fu¨r einen Machzahlbereich 0.8 – 1.3. In Abb. 5.21 ist der di-
mensionslose dynamische Druck λ gegen die Machzahl aufgetragen. Die durchgezogene
Linie stellt die von Davis & Bendiksen [16] ermittelte Stabilita¨tskurve dar, die Symbole
repra¨sentieren die Ergebnisse unserer Rechnungen, fu¨r die wir Euler-Gitter 1, ∆t/τ = 0.1
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Abbildung 5.21: Stabilita¨tskurve fu¨r eine momentenfrei gelagerte Al-Platte auf Meeresho¨he,
h/c = 0.00454, und Massenverha¨ltnis µ = 0.1. Dimensionsloser dynamischer Druck gegen Mach-
zahl. Die durchgezogen Linie stellt die von Davis & Bendiksen [16] ermittelte Stabilita¨tskurve
dar, die Symbole zeigen unser Ergebnisse.
und RM-Plattendynamik (FE-Lo¨ser mit 40 Elementen) verwendet haben. Unsere Ergeb-
nisse befinden sich in guter U¨bereinstimmung mit der Stabilita¨tskurve aus [16].
Wie man in Abb. 5.21 sieht, liefern unsere Rechnungen fu¨r M = 1.0 und λ = 2
immer noch Divergenz, wenn auch die Auslenkung des Plattenmittelpunktes dabei nur
w/h ≈ 10−3 betra¨gt. Dies scheint zu den mit linearer Potentialtheorie gewonnenen Er-
gebnissen von Dowell [18] zu passen, der λ→ 0 fu¨r M = 1.0 findet und deshalb von einem
”
transsonischen Faß ohne Boden“ (“bottemless transonic bucket”) [18] spricht.
5.6 Ergebnisse fu¨r fest eingespannte Platten
In den obigen Abschnitten wurden u¨berwiegend momentenfrei gelagerte Platten unter-
sucht. Nimmt man statt dessen fest eingespannte Plattenvorder- und -hinterkanten an,
hat dies eine versteifende Wirkung auf die Plattendynamik. Die Abbn. 5.22 – 5.26 zeigen
Simulationsergebnisse fu¨r die im Abschnitt 5.1 diskutierten Flatterfa¨lle, hier jedoch mit
fest eingespannten Plattenkanten. Fu¨r die Flatterfa¨lle bei M = 1.1 und M = 1.2 wurden
Euler-Gitter 1 und ∆t/τ = 0.1 bzw. ∆t/τ = 0.05, fu¨r den Fall bei M = 0.95 Euler-Gitter
2 und ∆t/τ = 0.1 verwendet. Alle drei Flatterfa¨lle wurden mit RM-Plattendynamik
(FE-Verfahren mit 40 Elementen) auf der Strukturseite gerechnet. Die Flatterperioden
und -amplituden des Plattenmittelpunktes, die sich bei den Rechnungen ergaben, sind
in Tab. 5.2 zusammengestellt. Die Flatterperioden bei fester Einspannung errreichen
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Abbildung 5.22: Grenzzyklusflattern einer fest eingespannten Aluminium-Platte in einer at-
mospha¨rischen Ho¨he von H = 20000 ft, M = 1.1, h/c = 0.004. Zeitlicher Verlauf der Auslenkung
dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.23: Grenzzyklusflattern einer fest eingespannten Aluminium-Platte in einer at-
mospha¨rischen Ho¨he von H = 20000 ft, M = 1.2, h/c = 0.004. Zeitlicher Verlauf der Auslenkung
dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – RM-Platte.
86% – 94% der Perioden, die sich bei momentenfreier Lagerung ergeben. A¨hnliches gilt
fu¨r die Flatteramplituden. Wie ein Vergleich der hier pra¨sentierten Ergebnisse mit den
entsprechenden Ergebnissen fu¨r momentenfreie Lagerung zeigt, vera¨ndert sich die Form
der Grenzzyklusschwingungen nur geringfu¨gig beim U¨bergang von momentenfreier zu fest
eingespannter Lagerung.
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Abbildung 5.24: Flattern einer fest eingespannten Aluminium-Platte, H = 20000 ft, M = 1.1,
h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der Plattenoberfla¨che (obere
Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den dargestellten Zeitpunkten
betra¨gt 0.7 τ . Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.24: (Fortsetzung) Flattern einer fest eingespannten Aluminium-Platte, H =
20000 ft, M = 1.1, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der
Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den
dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 0.7 τ . Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.25: Flattern einer fest eingespannten Aluminium-Platte, H = 20000 ft, M = 1.2,
h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der Plattenoberfla¨che (obere
Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den dargestellten Zeitpunkten
betra¨gt 0.5 τ . Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.25: (Fortsetzung) Flattern einer fest eingespannten Aluminium-Platte, H =
20000 ft, M = 1.2, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der
Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den
dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 0.5 τ . Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.26: Transsonisches Grenzzyklusflattern einer fest eingespannten Aluminium-
Platte auf Meeresho¨he, M = 0.95, h/c = 0.002. Zeitlicher Verlauf der Auslenkung dreier
Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Euler-Stro¨mung – RM-Platte.
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Abbildung 5.27: Stabilita¨tskurve fu¨r einer fest eingespannten Al-Platte auf Meeresho¨he, h/c =
0.00454, und Massenverha¨ltnis µ = 0.1. Dimensionsloser dynamischer Druck in Abha¨nigkeit von
der Machzahl.
Sta¨rker als bei den Flatterfa¨llen macht sich die versteifende Wirkung der festen Ein-
spannung in der Stabilita¨tskurve bemerkbar, die in Abb. 5.27 dargestellt ist. Die Sym-
bole repra¨sentieren die Ergebnisse unserer Rechnungen, fu¨r die Eulergitter 1, ∆t/τ = 0.1
und RM-Plattendynamik (FE-Lo¨ser mit 40 Elementen) verwendet wurden. Die Stabi-
lita¨tskurve (durchgezogene Linie) wurde durch Interpolation aus unseren Erbenissen be-
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Abbildung 5.28: Flattern einer fest eingespannten Aluminium-Platte, H =NN M = 0.95,
h/c = 0.002. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der Plattenoberfla¨che (obere
Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den dargestellten Zeitpunkten
betra¨gt 2.1 τ . Euler-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.28: (Fortsetzung) Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte,
H =NN, M = 0.95, h/c = 0.002. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf der
Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen den
dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 2.1 τ . Euler-Stro¨mung – von Ka´rma´n-Platte.
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Tabelle 5.2: Perioden und Amplituden des Plattenmittelpunktes fu¨r das Flattern fest einge-
spannter Platten.
M h/c H/ft Tf/τ (w/h)min (w/h)max Tc/Th (wc/wh)min (wc/wh)max
0.95 0.002 NN 23.40 -5.40 6.11 0.88 0.93 0.94
1.1 0.004 20000 7.20 -2.32 2.11 0.94 0.83 0.86
1.2 0.004 20000 5.66 -2.67 2.64 0.86 0.90 0.89
stimmt. Die Form der Stabilita¨tskurve a¨hnelt der Kurve fu¨r die momentenfrei gelagerte
Platte, Abb. 5.21. Die Kurve fu¨r die fest einspannte Platte liegt jedoch um einen Faktor
3 – 4 u¨ber derjenigen fu¨r die momentenfreie Lagerung.
5.7 Ergebnisse fu¨r reibungsbehaftete Stro¨mungen
Gordnier & Visbal haben in [30] und [31] erste Ergebnisse zum Einfluß einer viskosen
Stro¨mung auf das Plattenflattern vorgestellte. Dazu haben sie laminare (Re = 105)
und turbulente (Re = 106) Plattengrenzschichten betrachtet. Gordnier & Visbal fan-
den, daß eine laminare Grenzschicht stark da¨mpfend auf das Plattenflattern wirkt. Zum
einen waren deutlich ho¨here dynamische Dru¨cke erforderlich, bevor das Flattern einsetzte
(abha¨ngig von der Dicke der Grenzschicht ein Faktor 2 - 3 gegenu¨ber dem Euler-Fall).
Zum anderen war auch der Anstieg der Flatteramplitude und -frequenz mit dem dynami-
schen Druck im laminaren Fall deutlich geringer als im reibungsfreien Fall. Im Gegensatz
dazu fanden sie fu¨r eine turbulente Grenzschicht nur eine moderate Reduzierung von
Flatteramplituden und -frequenzen gegenu¨ber dem Euler-Fall bei gleichem dynamischen
Druck von ca. 20% – 30%. Auch der Einfluß der Grenzschichtdicke auf die Plattendyna-
mik war im turbulenten Fall deutlich schwa¨cher ausgepra¨gt.
Fu¨r die in Abschnitt 5.1 diskutierten Flatterfa¨lle wurden Rechnungen mit den Navier-
Stokes-Gleichungen auf der Stro¨mungsseite durchgefu¨hrt. Diese sollen im folgenden vor-
gestellt werden. Da sich fu¨r die hier angenommen Problemparameter Reynoldszahlen
ergeben, die die Annahme einer laminaren Grenzschicht u¨ber der Platte als unrealistisch
erscheinen lassen, werden in dieser Arbeit lediglich turbulente Grenzschichten betrachtet.
Fu¨r die Navier-Stokes-Rechnungen wurden die am Anfang des Kapitels beschriebenen
Euler-Gitter vera¨ndert. Die Ein- und Ausstro¨mra¨nder des Rechengebiets in x-Richtung
liegen hier jeweils drei Plattenla¨ngen von der Platte entfernt, in y-Richtung sind es sie-
ben Plattenla¨ngen, s. Abbn. 5.29 und 5.30. Die Plattenoberfla¨che wurde wieder mit 48
(NS-Gitter 1) bzw. 96 (NS-Gitter 2) gleichfo¨rmigen Zellen in x-Richtung diskretisiert.
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Abbildung 5.29: Navier-Stokes-Gitter (NS-Gitter 1) mit den Fernfeldra¨ndern. Der
U¨bersichtlichkeit halber ist nur jede zweite Gitterlinie dargestellt.
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Abbildung 5.30: Navier-Stokes-Gitter (NS-Gitter 1) nahe der Platte. Die Plattenendpunkte
liegen bei x = 0.0 und x = 1.0. Nur jede zweite Gitterlinie ist dargestellt.
Die Gebiete vor und hinter der Platte sind in jeweils 48 in x-Richtung gestreckte Zellen
aufgeteilt. Im Gebiet vor der Platte betra¨gt die La¨nge der ersten Zelle in x-Richtung (bei
x/c = −3.0) ∆x/c = 10−3. Der Abstand der ersten Gitterlinie parallel zur Plattenober-
fla¨che betra¨gt bei beiden Gittern ∆y/c = 10−6. In y-Richtung ist das Rechengebiet mit
jeweils 72 Zellen diskretisiert, wobei der Abstand der Gitterpunkte in positiver y-Richtung
mit einem Streckfaktor fs = 1.222 zunimmt.
Zur Initialisierung der Navier-Stokes-Rechnungen wird zuna¨chst die stationa¨re
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Abbildung 5.31: Grenzzyklusflattern einer drehbar gelagerten Aluminium-Platte in einer at-
mospha¨rischen Ho¨he von H = 2000 ft, M = 1.1, Re = 14.25 106, h/c = 0.004. Zeitlicher Verlauf
der Auslenkung dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Navier-Stokes-Stro¨mung –
Reissner-Mindlin-Platte.
Stro¨mungslo¨sung u¨ber der nicht ausgelenkten Platte berechnet, wobei wieder der ge-
samte untere Rand des Rechengebietes als feste Wand behandelt wird. Diese stationa¨re
Lo¨sung wird dann als Anfangswertverteilung im Stro¨mungsgebiet vorgegeben und die
Platte erha¨lt eine Anfangsgeschwindigkeit wie bei den Euler-Rechnungen.
Basierend auf einer charakteristische La¨nge von L = c = 1 m ergeben sich fu¨r die im
Abschnitten 5.1 betrachteten Flatterfa¨lle Reynoldszahlen Re in der Gro¨ßenordnung 108,
wobei
Re =
ULρ
η
=
UL
ν
, (5.1)
und U , ρ, η und ν = η/ρ die Geschwindigkeit, Dichte, dynamische und kinetmati-
sche Za¨higkeit in der Anstro¨mung bezeichnen. Die dynamische Za¨higkeit ist tempera-
turabha¨ngig und wird hier mittels der Sutherland-Formel,
η
η0
=
(
T
T0
)3/2
T0 + S
T + S
, (5.2)
bestimmt. Fu¨r Luft gilt
S = 111 K, T0 = 273 K, η0 = 1.716 · 10−5 Pa s. (5.3)
Der laminar-turbulente Umschlag in einer Plattengrenzschicht erfolgt bei einer lokalen
Reynoldzahl Re(l) ≈ 5.0 · 105 [57], wobei Re(l) = Ul/ν ist und die Plattenvoderkannte
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Abbildung 5.32: Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, H = 20000 ft,
M = 1.1, Re = 14.25 · 106, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf
der Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen
den dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 0.8 τ . Navier-Stokes-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.32: (Fortsetzung) Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte,
H = 20000 ft, M = 1.1, Re = 14.25 · 106, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und
Druckverteilung auf der Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die
Zeitdifferenz zwischen den dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 0.8 τ . Navier-Stokes-Stro¨mung –
Reissner-Mindlin-Platte.
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bei l = 0 liegt. Fu¨r die drei Flatterfa¨lle, die wir hier untersuchen wollen, ergibt sich
ein lu/c zwischen 0.022 und 0.035, wobei Re(lu) = 5.0 · 105. Fu¨r die unten vorgestell-
ten Rechnungen wurde also der laminar-turbulente Umschlag bei x/c = −2.97 fixiert,
d.h. fu¨r −2.97 ≤ x/c wird eine turbulente Grenzschicht u¨ber der festen Wand bzw. der
elastischen Platte angenommen. Zur Berechnung der turbulenten Stro¨mungsgro¨ßen wird
das Baldwin-Lomax-Turbulenzmodell verwendet. Bei der Ermittlung der auf die Platte
wirkenden Stro¨mungslasten wurde der Beitrag der Komponenten des viskosen Spannungs-
tensors vernachla¨ßigt.
Wir betrachten zuna¨chst wieder die drehbar gelagerte Al-Platte mit Dickenverha¨ltnis
h/c = 0.004 in einer atmospha¨rischen Ho¨he von 20000 ft bei M = 1.1. Mit L = 1 m
und den Stro¨mungsgro¨ßen fu¨r H = 20000 ft ergibt sich Re = 14.25 · 106. Fu¨r beide NS-
Gitter wurde zuna¨chst die stationa¨re Lo¨sung fu¨r die nicht deformierte Platte berechnet.
Auf beiden Gittern ergab sich eine Grenzschichtdicke an der Voderkannte der elastischen
Platte (x/c = 0) von δ/c ≈ 0.035. Dieser Wert stimmt gut mit dem theoretischen Werte
fu¨r die Dicke einer (inkompressiblen) turbulenten Plattengrenzschicht
δturb(l) = 0.37 · 5
√
νl4
U
∣∣∣∣∣
l=3c
= 0.033 c (5.4)
u¨berein [57]. Beide Gitter haben bei x/c = 0 ca. 45 Gitterlinien parallel zur festen
Wand in der Grenzschicht, die damit als gut aufgelo¨st betrachteten werden kann. Zur
Berechnung der Flatterlo¨sungen wurden wieder Kopplungsschema B, ∆t/τ = 0.1, sowie
RM-Plattendynamik (40 Elemente) auf der Strukturseite verwendet. Die Abbn. 5.29
und 5.31 zeigen die auf NS-Gitter 1 berechnete Flatterlo¨sung, fu¨r die wir eine Flat-
terperiode Tf = 9.27 τ und Amplituden des Plattenmittelpunktes (w/h)min = −2.49,
(w/h)max = 1.96 finden. Die Flatterlo¨sung auf NS-Gitter 2 liefert identische Amplituden
und eine Periode, die nur 0.2% unter dem auf Gitter 1 berechneten Wert liegt. NS-Gitter 1
liefert damit ausreichend Auflo¨sung fu¨r diesen Flatterfall. Wie schon etwa in [30] bemerkt
wurde, wirkt die Grenzschicht da¨mpfend auf das Plattenflattern ein. Die Flatterlo¨sung
fu¨r den reibungsfreien Fall, s. Abschnitt 5.1, Abbn. 5.3 und 5.4, ergab Tf = 7.645 τ
und (w/h)min = −2.78, (w/h)max = 2.46. D.h. die Existenz der Grenzschicht bewirkt fu¨r
diesen Flatterfall eine Erho¨hung der Flatterperiode um ca. 21%, sowie eine Reduzierung
der Flatteramplituden um 11.6% bzw. um 25.5%. Wie ein Vergleich der Abbn. 5.3, 5.4,
5.29 und 5.31 zeigt, unterscheidet sich die Form der Flatterbewegung nur geringfu¨gig beim
U¨bergang von reibungsfreier zu reibungsbehafteter Stro¨mung. Wie zu erwarten, zeigt die
Druckverteilung auf der Platte bei viskoser Stro¨mung gegenu¨ber dem Euler-Fall leicht
reduzierte Amplituden sowie flachere Gradienten.
Als na¨chstes betrachten wir die drehbar gelagerte Al-Platte, h/c = 0.004, H =
20000 ft, bei M = 1.2. Fu¨r diese Machzahl ergibt sich Re = 15.55 · 106. Die Dicke
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Abbildung 5.33: Grenzzyklusflattern einer drehbar gelagerten Aluminium-Platte in einer at-
mospha¨rischen Ho¨he von H = 2000 ft, M = 1.2, Re = 15.55 106, h/c = 0.004. Zeitlicher Verlauf
der Auslenkung dreier Punkte auf der Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Navier-Stokes-Stro¨mung –
RM-Platte.
der Grenzschicht bei x/c = 0 betra¨gt hier δ/c ≈ 0.034, in guter U¨bereinstimmung mit
dem theoretischen Wert δturb/c = 0.032. Flatterlo¨sungen wurden auf NS-Gitter 1 mit
∆t/τ = 0.1 und ∆t/τ = 0.05 berechnet. Beide Zeitschrittweiten liefern Lo¨sungen, die
sich lediglich um 0.2% in der Flatterpeiode unterscheiden. Fu¨r die mit ∆t/τ = 0.1 be-
rechnete Lo¨sung finden wir Tf = 7.34 τ und (w/h)min = −2.58, (w/h)max = 2.44, s. Abbn.
5.30 und 5.33. Auch hier stellen wir im Vergleich zu der Euler-Lo¨sung aus Abschnitt 5.1,
Abbn. 5.5 und 5.6, mit Tf = 6.56 τ , (w/h)min = −2.78, (w/h)max = 2.79 eine Erho¨hung
der Flatterperiode um 11.8% und eine Reduzierung der Amplituden um 7.7% bzw. um
14.3% fest. Der da¨mpfende Einfluß der Grenzschicht ist hier etwas weniger ausgepra¨gt
als bei M = 1.1.
Im dritten der im Abschnitt 5.1 diskutierten Flatterfa¨lle wird eine drehbar gelagerte
Al-Platte, h/c = 0.002, auf Meeresho¨he bei M = 0.95 betrachtet. Fu¨r L = c = 1 m ergibt
sich Re = 22.12 · 106. Fu¨r die stationa¨re Anfangslo¨sung finden wir eine Grenzschichtdicke
an der Vorderkannte der elastischen Platte (x/c = 0) von δ/c ≈ 0.04. Auch dieser Wert
liefert noch zufriedenstellende U¨bereinstimmung mit dem theoretischen Wert nach Gl.
(5.4), δturb/c = 0.03. Unsere mit NS-Gitter 1 und ∆t/τ = 0.2 berechnete aeroelastische
Lo¨sung ist in den Abbn. 5.35 und 5.36 dargestellt. Rechnungen auf NS-Gitter 2 mit
∆t/τ = 0.1 ergaben u¨bereinstimmende Resultate. Im Gegensatz zu der in Abschnitt
5.1 pra¨sentierten Euler-Lo¨sung (Abbn. 5.7 und 5.8), die fu¨r diesen Fall Flatter vorher-
sagt, liefert unsere Navies-Stokes-Lo¨sung Divergenz. Unabha¨ngig vom Vorzeichen der
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Abbildung 5.34: Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte, H = 20000 ft,
M = 1.2, Re = 15.55 · 106, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und Druckverteilung auf
der Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die Zeitdifferenz zwischen
den dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 0.7 τ . Navier-Stokes-Stro¨mung – Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.34: (Fortsetzung) Flattern einer momentenfrei gelagerten Aluminium-Platte,
H = 20000 ft, M = 1.2, Re = 15.55 · 106, h/c = 0.004. Auslenkung (untere Kurve) und
Druckverteilung auf der Plattenoberfla¨che (obere Kurve) wa¨hrend einer Flatterperiode. Die
Zeitdifferenz zwischen den dargestellten Zeitpunkten betra¨gt 0.7 τ . Navier-Stokes-Stro¨mung –
Reissner-Mindlin-Platte.
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Abbildung 5.35: Divergenz einer drehbar gelagerten Aluminium-Platte auf Meeresho¨he, M =
0.95, Re = 22.12 · 106, h/c = 0.002. Zeitlicher Verlauf der Auslenkung dreier Punkte auf der
Platte: 1/4c, 1/2c, 3/4c. Navier-Stokes-Stro¨mung – RM-Platte.
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Abbildung 5.36: Divergenz einer drehbar gelagerten Aluminium-Platte auf Meeresho¨he, M =
0.95, Re = 22.12 · 106, h/c = 0.002. Auslenkung und Druckverteilung auf der Platte nach
Erreichen des stationa¨ren Divergenzzustandes. Navier-Stokes-Stro¨mung – RM-Platte.
Anfangssto¨rung stellte sich dabei die negative ausgelenkte Lo¨sung ein.1 Die da¨mpfende
Wirkung der Grenzschicht fu¨hrt hier zu einer A¨nderung des Typs der aeroelastischen In-
stabilita¨t, von Flatter zu Divergenz. Man kann das Divergenz-Pha¨nomen als Grenzfall
des Flatterns mit verschwindender Flatterfrequenz auffassen. Unter diesem Blickwinkel
kann der U¨bergang von einer Flatterlo¨sung zu einer Divergenzlo¨sung durch Erho¨hung der
Systemda¨mpfung qualitativ verstanden werden.
1Daß die positiv ausgelenkte Divergenzlo¨sung bei ho¨heren dynamischen Dru¨cken physikalisch nicht
mehr realisiert wird, wurde bereits von Davis & Bendiskens [16] und Gordnier & Visball [30] bei Euler-
Rechnungen beobachtet und ist somit wohl kein viskoser Effekt.
Kapitel 6
Zusammenfassung
In der vorliegenden Arbeit wurden numerische Simulationen zum aeroelastischen Ver-
halten du¨nner Platten vorgestellt. Dazu wurden zweidimensionale reibungsfreie und rei-
bungsbehaftete Gasstro¨mungen u¨ber eine in Spannweitenrichtung unendlich ausgedehnte
elastische Platte betrachtet, deren Vorder- und Hinterkante momentenfrei oder fest ein-
gespannt gelagert an unbewegliche Wa¨nde angrenzen.
Zur numerischen Simulation des zweidimensionalen Stro¨mungsfeldes u¨ber der ela-
stischen Platte wurde eine Version des Stro¨mungslo¨sers FLOWer verwendet, der unter
Fu¨hrung des DLR Braunschweig entwickelt wird. Bei FLOWer handelt es sich um ein
blockstrukturiertes Finite-Volumen-Verfahren zur Lo¨sung der Euler- bzw. Navier-Stokes-
Gleichungen auf bewegten Rechengittern. In der hier verwendeten Version des Programms
wird die ra¨umliche Diskretisierung mittels zentraler Differenzen und ku¨nstlicher Viskosita¨t
bewerkstelligt. Zur Berechnung des instationa¨ren Stro¨mungsfeldes wurde Jamesons impli-
zite dual time stepping-Methode in Kombination mit einer 3- oder 4-stufigen Mehrgitter-
Methode verwendet. Zur Anpassung des Stro¨mungsgitters an die Bewegung der Struktur
wurde ein algebraischer Nachfu¨hrungsalgorithmus implementiert.
Die Dynamik der Struktur wurde mittels eindimensionaler, geometrisch nichtlinearer
Plattenmodelle vom von Ka´rma´n- und Reissner-Mindlin-Typ beschrieben. Zur Lo¨sung der
Gleichungen wurden zwei unterschiedliche numerische Verfahren eingesetzt, eine Finite-
Elemente-Methode und ein modales Galerkin-Verfahren. Die FE-Diskretisierung beruht
auf kubischen Ansatzfunktionen, deren spezielle Form es mo¨glich macht, sowohl von
Ka´rma´n- als auch RM-Plattendynamik zu approximieren. Zur Zeitintegration wurde
das implizite Bossak-Schema, das von zweiter Ordnung in der Zeit ist, in Kombination
mit einem Newton-Raphson-Verfahren verwendet. Zusa¨tzlich zu der FE-Methode wurde
ein Galerkin-Verfahren zur Lo¨sung der von Ka´rma´n-Gleichung implementiert. Hier wur-
den die gesuchten Verschiebungen nach den Eigenformen der linearen Kirchhoff-Platte
fu¨r drehbar gelagerte Ra¨nder entwickelt. Zur zeitlichen Integration des sich ergeben-
77
78 Kapitel 6. Zusammenfassung
den Systems gewo¨hnlicher Differentialgleichungen dient die implizite dual time stepping-
Methode (zweiter Ordnung). Beide Struktur-Verfahren wurden an einigen Testbeispie-
len validiert und liefern fu¨r die in dieser Arbeit untersuchten aeroelastischen Beispiele
u¨bereinstimmende Ergebnisse.
Zur Kopplung von Stro¨mung und Struktur wurden drei Kopplungsschemata imple-
mentiert und verglichen. Bei dem ersten dieser Schemata, Schema A, handelt es sich
um loses Kopplungsschema, das einen Versatz von einem Zeitschritt zwischen Stro¨mung
und Struktur einfu¨hrt. Das zweite Schema, Schema B, unterscheidet sich von dem er-
sten dadurch, daß das Auftreten des Zeitversatzes durch eine lineare Extrapolation der
Stro¨mungslo¨sung entscha¨rft wird. Im dritten Kopplungsschema, Schema C, wird ein Ite-
rationsansatz dazu verwendet, eine starke Kopplung zwischen Stro¨mung und Struktur zu
erreichen.
Alle drei Kopplungsschemata wurden anhand einiger Flatterfa¨lle verglichen. Dazu
wurden reibungsfreie Stro¨mungen u¨ber einer momentenfrei gelagerten Platte betrach-
tet. Zwei der Kopplungsalgorithmen, Schema B und Schema C, lieferten zeitkonvergierte
und miteinander u¨bereinstimmende Flatterlo¨sungen, wenn etwa 75 – 125 Zeitschritte pro
Flatterperiode verwendet wurden. Das schwache Kopplungsschema A beno¨tigte deut-
lich mehr Zeitschritte pro Flatterperiode (Faktor vier oder mehr), um zeitkonvergierte
Flatterlo¨sungen zu produzieren. Bei einem der untersuchten Flatterfa¨lle konvergierte die
Lo¨sung des schwachen Schemas A zudem nicht gegen die Flatterlo¨sung, die mit den Sche-
mata B und C berechnet wurden. Die in dieser Arbeit mit Schema B/C erzeugten Flatter-
und Divergenzergebnisse befinden sich zudem in zufriedenstellender U¨bereinstimmung mit
Ergebnissen von Davis & Bendiksen [16], [8] sowie Gordnier & Visbal [30], [31].
Flatterlo¨sungen, die vermo¨ge der RM-Plattendynamik auf der Strukturseite gewon-
nen wurden, fanden sich in U¨bereinstimmung mit den entsprechenden von Ka´rma´n-
Ergebnissen. Dies la¨ßt darauf schließen, daß das von Ka´rma´n-Modell eine ausreichend
genaue Vorhersage der Plattendynamik fu¨r das panel flutter-Problem liefert.
Wurde fu¨r die Art der Lagerung der Plattenvorder- und hinterkante statt momen-
tenfreier Lagerung eine feste Einspannung gewa¨hlt, so hatte dies eine versteifende Wir-
kung auf die Plattendynamik. Es a¨ußerte sich bei den untersuchten Flatterfa¨llen durch
geringere Flatterperioden und -amplituden (Reduktion um ca. 10% gegenu¨ber der mo-
mentenfreien Lagerung). Etwas markanter zeigte sich der versteifende Einfluß der festen
Einspannung bei der Bestimmung der aeroelastischen Stabilita¨tsgrenze, die sich um einen
Faktor 3 – 4 erho¨hte.
Schließlich wurden reibungsbehaftete Stro¨mungen betrachtet und durch Lo¨sung der
Navier-Stokes-Gleichungen der Einfluß einer turbulenten Grenzschicht auf einige Flat-
terfa¨lle untersucht. Fu¨r die Turbulenz wurde das Baldwin-Lomax-Modell verwendet. Es
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zeigte sich, daß die Grenzschicht da¨mpfend auf das Plattenflattern wirkt, was sich in
gegenu¨ber den Euler-Ergebnissen erho¨hten Flatterperioden und reduzierten Flatteram-
plituden (jeweils ca. 10% – 20%) und flacheren Druckgradienten auf der Platte a¨ußerte.
Fu¨r einen transsonischen Fall bei einer Machzahl M = 0.95 war die da¨mpfende Wirkung
der Grenzschicht so groß, daß sich Divergenz statt Flattern, wie im Euler-Fall, einstellte.
Anhang A
Elementmatrizen des FE-Lo¨sers
Das hier zur Diskretisierung der eindimensionalen RM-Platte verwendet Element von
Friedman & Kosmatka [25] beruht auf einer kubischen Ansatzfunktion fu¨r die Verschie-
bung w und auf einer quadratischen Ansatzfunktion fu¨r die Rotation θ der Plattenquer-
schnitte. Es ergibt sich ein Element mit zwei Knoten, wobei pro Knoten zwei Freiheits-
grade (w und θ) existieren. Die explizite Form der Ansatzfunktionen fu¨r ein Element der
La¨nge l ist gegeben durch [
w
θ
]
e
=
[
Nw
N θ
]
ue, (A.1)
wobei
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und
uTe = [w1, θ1, w2, θ2]. (A.4)
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Der oben auftretende Parameter φ ist durch Gleichung (3.22) gegeben. Die sich durch
Integration der entsprechenden Produkte der Ansatzfunktionen u¨ber die Elementla¨nge
ergebenden Elementmatrizen sind gegeben durch [25]
SeBS =
1
(1 + φ)l3

12 6l −12 6l
(4 + φ)l2 −6l (4− φ)l2
12 −6l
symmetrisch (4 + φ)l2
 , (A.5)
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Anhang B
Nichtlineare freie Schwingung einer
RM-Platte
Im Fall der RM-Platte fu¨hrt der Ansatz w(x, t) = q(t) sin(npix/c) auf eine Gleichung der
Form
....
q + (α1 + α2q
2)q¨ + α3q + α4q
3 = 0 (B.1)
Eine approximativ-analytische Lo¨sung dieser Gleichung fu¨r die Anfangsbedingungen
q(0) = wmax/h, q˙(0) = q¨(0) =
...
q (0) = 0 (B.2)
wurde von Foda [24] angegeben, dessen Nomenklatur wir hier u¨bernehmen. Foda un-
tersucht in [24] den zur 1D nichtlinearen RM-Platten analogen Fall eines nichtlinearen
Timoshenko-Balkens. Fu¨r die RM-Platte ergeben sich die dimensionslosen Koeffizienten
αi aus (B.1) zu
α1 =
12κGc4
(npi)4hD
+
κGc4h
(npi)2Dc2
+
12c2
(npi)2h2
+
N0c
2
(npi)2D
(B.3)
α2 =
Ec2h
4D
(B.4)
α3 =
12κGc4
(npi)4Dh
+
12N0κGc6
(npi)6D2h
+
12N0c4
(npi)2Dh2
(B.5)
α4 =
3κGEc6
(npi)4D2
+
3Ec4
(npi)2Dh
(B.6)
Fu¨r die mit ω0 = (npi/c)2
√
D/ρh entdimensionierten nichtlinearen Schwingungsfrequen-
zen Ωj der RM-Platte findet Foda
Ω2j = ω
2
j + δj, j = 1, 2, (B.7)
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wobei
ω21,2 =
α1
2
∓
√
α21
4
− α3, (B.8)
δ1 =
3(α2ω21 − α4)a21 + 2[α2(ω21 + 2ω22)− 3α4]a22
4ω1(2ω21 − α1)
, (B.9)
δ2 =
3(α2ω22 − α4)a22 + 2[α2(ω22 + 2ω21)− 3α4]a21
4ω2(2ω22 − α1)
, (B.10)
sowie
a1 =
ω22
ω22 − ω21
wmax
c
, (B.11)
a2 =
ω21
ω21 − ω22
wmax
c
. (B.12)
Dabei sind die ωj die linearen Eigenfrequenzen der RM-Platte, j = 1 liefert die Fre-
quenzen, die denen der klassischen Plattenmodellen entsprechen. Fu¨r das in Abschnitt
3.4 gesuchte Verha¨ltnis der nichtlinearen Schwingungsperiode der RM-Platte zur linearen
ergibt sich schließlich
T
T0
=
1
Ω1
. (B.13)
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